
Федеральное государственное бюджетное учреждение науки Институт
космических исследований Российской академии наук,

Федеральное государственное автономное образовательное учреждение
"Национальный исследовательский университет "Высшая школа экономики"

На правах рукописи

Кондратьев Илья Алексеевич

Магниторотационные процессы в коллапсирующих
сверхновых

Специальность 1.3.1 —
«Физика космоса, астрономия»

Диссертация на соискание учёной степени
кандидата физико-математических наук

Научный руководитель:
доктор физико-математических наук

Моисеенко Сергей Григорьевич

Москва — 2024



2

Оглавление

Стр.

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Глава 1. Трехмерное численное моделирование
теплопроводности во внешних слоях замагниченных
нейтронных звезд . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.1 Анизотропная теплопроводность в магнитном поле . . . . . . . . 21
1.2 Модель нейтронной звезды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.3 Одномерная модель внешней замагниченной оболочки

нейтронной звезды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.3.1 Аппроксимационные соотношения 𝑇𝑠 - 𝑇𝑏 . . . . . . . . . . 28

1.4 Краевая задача для уравнения теплопроводности в коре
нейтронной звезды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.5 Распределения температуры нейтронной звезды для
осесимметричных магнитных полей дипольного и
квадрупольного типов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.6 Результаты расчетов для неосесимметричных конфигураций поля 38
1.7 Наблюдательные проявления для рассчитанных распределений

температуры замагниченной вращающейся нейтронной звезды . . 41
1.7.1 Методы построения синтетических тепловых спектров и

кривых блеска вращающейся замагниченной нейтронной
звезды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.7.2 Результаты расчетов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
1.8 Заключение к Главе 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Глава 2. Численные методы для моделирования
астрофизических МГД-течений с использованием
явных и полунеявных конечно-объемных подходов . . . 53

2.1 Численная конечно-объемная схема для уравнений газовой
динамики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.1.1 Структура расчетной сетки . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.1.2 Явная численная схема для уравнений газовой динамики . 57



3

Стр.

2.1.3 Повышение порядка точности по пространству и времени 60

2.1.4 Полуневная численная схема для уравнений газовой
динамики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.1.5 Тестовые расчеты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
2.2 Развитие на систему уравнений магнитной гидродинамики . . . . 73
2.3 Учет самогравитации в расчетах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
2.4 Заключение к Главе 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Глава 3. Численное моделирование магниторотационной
сверхновой с нарушенной зеркальной симметрией
магнитного поля . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

3.1 Магниторотационный механизм взрыва сверхновой и сценарии с
нарушением зеркальной симметрии магнитного поля . . . . . . . 82

3.2 Начальные модели . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.3 Используемые приближения для среды и учет слабых процессов . 87
3.4 Результаты расчетов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.4.1 Суперпозиция дипольного и квадрупольного магнитных
полей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.4.2 Смещенное дипольное магнитное поле . . . . . . . . . . . . 97
3.4.3 Суперпозиция дипольного и симметричного

тороидального магнитных полей . . . . . . . . . . . . . . . 99
3.5 Заключение к Главе 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

Приложение А. Уравнение состояния в оболочке нейтронной
звезды и коэффициенты непрозрачности . . . . . 127

А.1 Уравнение состояния . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
А.2 Непрозрачности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Приложение Б. Метод опорных операторов на сетке,
состоящей из тетраэдров . . . . . . . . . . . . . . . . 133

Б.1 Разностные аналоги дифференциальных операторов . . . . . . . . 134



4

Стр.

Б.2 Граничные операторы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

Б.3 Тестирование построенных операторов . . . . . . . . . . . . . . . 137
Б.4 Операторная формулировка краевой задачи для уравнения

теплопроводности в коре нейтронной звезды . . . . . . . . . . . . 139
Б.5 Алгоритм решения задачи о теплопроводности во внешних

слоях замагниченных НЗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140



5

Введение

Актуальность работы

Данная диссертация посвящена численному исследованию процессов, свя­
занных с наличием магнитного поля и вращения при взрывах коллапсирующих
сверхновых и остывании одиночных нейтронных звезд.

Взрывы сверхновых с коллапсирующим ядром являются одними из самых
ярких событий во Вселенной. По окончании стадии термоядерного горения яд­
ро массивной (𝑀 > 8𝑀⊙) звезды теряет гидродинамическую устойчивость, и
за характерное время ≲ 1 секунды после катастрофического сжатия ядра до
ядерных плотностей высвобождается огромное количество энергии (𝐸 ∼ 1053

эрг), по порядку величины равное энергии гравитационной связи сколлапсиро­
вавшего объекта. Согласно наблюдениям, характерная энергия около ∼ 1051 эрг
передается веществу оболочки ядра, которое выносится в межзвездную среду
в виде взрывной волны, обогащая Вселенную тяжелыми элементами [1; 2]. Не
смотря на более чем 50-летнюю историю изучения механизма вспышек, его де­
тали не вполне выяснены к настоящему времени, что делает данную проблему
одной из старейших задач фундаментальной астрофизики.

Важной частью исследований в области физики компактных объектов,
непосредственно связанной с теорией коллапсирующих сверхновых, является
изучение как микроскопических свойств плотного вещества протонейтрон­
ной звезды, так и макроскопических параметров самого сколлапсировавшего
объекта при его рождении (масса и размер, момент вращения, величина и
конфигурация магнитного поля, наличие ”кика” [3] – приобретение большой
линейной скорости движения), существенным образом влияющих на его даль­
нейшую эволюцию и наблюдательные проявления. Процессы, определяющие
динамику сверхновых, являются существенно нелинейными и многомерны­
ми, поэтому обычно прибегают к глобальному (магнито)гидродинамическому
численному моделированию гравитационного коллапса звездного ядра и даль­
нейшего разлета оболочки при наличии нейтринного переноса в веществе, что
требует существенных вычислительных мощностей, а также использования со­
временных численных моделей динамики сплошной среды.
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При наличии вращения и магнитного поля в звезде возможны взрывы
сверхновых посредством магниторотационного механизма [4]. Образующиеся в
процессе коллапса ядра нейтронные звезды (НЗ), обладающие сильным магнит­
ным полем – магнитары – представляют собой интерес, поскольку являются
природными лабораториями для изучения свойств среды в очень сильных
(𝐵 ≫ 𝐵𝑐 = 4.414 · 1013Гс) магнитных полях. Есть ряд наблюдательных и
теоретических оценок, а также численных результатов, согласно которым быст­
ровращающиеся сильнозамагниченные НЗ могут быть центральным элементом
при вспышках гиперновых [5] (взрывов, чья энергия в несколько раз выше
стандартных сверхновых), а также при длинных гамма-всплесках [6], механизм
которых не вполне ясен в настоящее время.

После стадии формирования НЗ, начинается стадия ее остывания, ко­
торая длится на протяжении миллионов лет. На этой стадии, в некоторых
случаях НЗ можно наблюдать как слабый пульсирующий рентгеновский источ­
ник. К настоящему моменту известно несколько объектов, отождествленных
с нейтронными звездами, излучающих почти чернотельный спектр в мягком
рентгеновском диапазоне, искаженный эффектами наличия сильного магнит­
ного поля. Великолепная Семерка – это неформальное название группы из
одиночных, остывающих нейтронных звезд, которые находятся на расстоянии
от 120 до 150 парсек от Земли ( [7—11], см. также [12]). Эти объекты также назы­
ваются XDINS (X-ray Dim Isolated Neutron Stars). Долгое время их оставалось
только семь, однако недавние наблюдения на XMM-Newton [13] показали, что
радиопульсар PSR J0726-2612 также имеет тепловое рентгеновское излучение и
может быть похож на объекты ”Семерки”. Эти объекты интересны также тем,
что на основе данных теплового излучения от них можно изучать структуру
сильного магнитного поля в нейтронных звездах. Наличие достаточно сильного
поля (𝐵 ≫ 1011 Гс) приводит к анизотропии теплового потока в коре и внешней
оболочке нейтронной звезды, и, следовательно, неоднородному распределению
температуры по ее поверхности. Причиной пульсаций их теплового излучения
является то, наблюдатель может видеть за период вращения нейтронной звезды
более холодные или более горячие пятна, величина и интенсивность которых
существенно зависят от локальной величины и направления магнитного поля
источника. Кривые блеска нескольких объектов Семерки (RX J0720.4-3125, RX
J0806.4-4123 и RX J0420.0-5022) проявляют достаточно сильные пульсации и
имеют несимметричную форму пиков, что, вероятно, определяется наличием
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недипольного магнитного поля в них [14]. Многомерное численное моделирова­
ние процессов переноса тепла во внешних слоях нейтронных звезд и сравнение
его результатов с наблюдательными данными теплового излучения от них
позволит лучше прояснить структуру магнитного поля на поверхности нейтрон­
ной звезды. Сравнение результатов наблюдений [7; 8] с расчетами тепловой
эволюции [12; 15—18] вращающихся замагниченных НЗ может помочь лучше
установить структуру магнитного поля в этих объектах, а с недавних пор, с та­
кими современными рентгеновскими телескопами, как 𝑁𝐼𝐶𝐸𝑅 [19], возможно
сравнение размеров наблюдаемого теплового источника с результатами числен­
ных моделей, что позволяет наложить более точные ограничения на уравнение
состояния сверхплотного вещества по наблюдаемому радиусу [20; 21].

Математические модели, описывающие поведение астрофизической плаз­
мы в указанных здесь объектах, являются сложными нелинейными много­
мерными (интегро-) дифференциальными уравнениями, ввиду чего решить
их аналитически можно только для очень узкого числа случаев при нали­
чии упрощающих рассмотрение предположений. Ввиду этого часто приходится
прибегать к численным моделям. Развитие различных численных подходов, на­
писание комплексов программ для моделирования различных систем, а также
их использование для исследования различных задач астрофизики представля­
ют собой отдельный интерес и являются основной частью раздела относительно
молодой науки – Вычислительной астрофизики. Часто космическая плазма мо­
жет рассматриваться как сжимаемая среда без учета диссипативных процессов,
поскольку такие безразмерные параметры среды, как, например, число Рей­
нольдса, велики ввиду больших размеров систем. Ввиду этого при исследовании
динамики космической плазмы широко используются численные модели идеаль­
ных сплошных сред. В основном, используются три подхода к моделированию
уравнений газовой динамики/магнитной гидродинамики. Одним из первых
методов, который начал применяться для моделирования астрофизических
течений, является метод конечных разностей, аппроксимирующий исходные
дифференциальные уравнения гидродинамики при помощи Эйлерового или
Лагранжевого подхода с использованием искусственной вязкости на ударных
волнах [22—24]. Такие расчетные коды, как 𝑍𝐸𝑈𝑆 − 2𝐷 [25], разработанный
в начале 90-х годов, используются астрофизиками и по сей день. Вторым
подходом является использование безсеточного метода частиц, который ап­
проксимирует дифференциальные уравнения динамики среды в лагранжевой
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форме. Наиболее употребляемым подходом является гидродинамика сглажен­
ных частиц – smoothed particles hydrodynamics (SPH), разработанная в конце
70-х годов [26]. Не смотря на ранние проблемы данного метода ввиду нали­
чия численного шума, плохого разрешения неустойчивостей, а также сильного
размазывания ударных волн, данный подход активно дорабатывался в после­
дующие годы [27; 28] и используется в настоящее время для большого числа
астрофизических задач в силу своей простоты для программирования, сохра­
нения углового момента, а также достаточно быстрого и эффективного учета
самогравитации. Наконец, третий – и самый употребляемый – подход основан
на решении уравнений динамики среды в интегральной форме [29] с использо­
ванием решения задачи Римана для расчета потоков между ячейками. Данный
подход называется методом конечного объема, и в настоящее время он явля­
ется распространенным методом для моделирования астрофизических течений
в рамках Эйлерового подхода. Для моделирования диссипативных процессов
вообще, и теплопроводности в компактных объектах в частности, характерно
использование конечно-разностных подходов с неявными схемами, что приво­
дит к решению больших разреженных систем алгебраических уравнений [30].

Степень проработанности рассматриваемой области

Магниторотационные сверхновые и формирование быстролетящих
нейтронных звезд

За последние 50 лет было предложено несколько механизмов взрыва
сверхновых с коллапсирующим ядром (см., напр., [2]), тем или иным обра­
зом объясняющих возникновение взрывной волны и ее энергетику, свойства
компактного объекта, а также параметры нейтринного и гравитационного
излучения. Среди наиболее разработанных ветвей современной теории коллап­
сирующих сверхновых можно выделить нейтринный и магниторотационный
(МР) механизмы. В рамках нейтринного механизма [31; 32], возникшая вблизи
протонейтронной звезды ударная волна отскока, движущаяся наружу, оста­
навливается падающим на центр веществом с периферии ядра звезды по
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прохождении ∼ 100 км. Последующее взаимодействие нейтрино с веществом за
фронтом стоячей ударной волны, а также усиливающие его гидродинамические
эффекты, такие как конвекция [32; 33], неустойчивость стоячей аккрецирую­
щей ударной волны (SASI - Standing Accretion Shock Instability, [34]), приводят
к перемешиванию и нагреву вещества и дальнейшему движению ударной вол­
ны наружу. Данный механизм требует точного учета эффектов взаимодействия
нейтрино с веществом в оболочке сверхновой, поскольку именно нейтринный на­
грев вещества играет доминирующую роль в ускорении стоячей ударной волны.
Несмотря на существенные успехи в разработке теории нейтринного механизма
взрыва, использование многомерных комплексов программ для решения урав­
нений гидродинамики с учетом переноса нейтрино в веществе (см.,напр.,[35]), в
настоящее время предсказываемая в расчетах энергия взрыва в рамках нейтрин­
ного механизма существенно меньше наблюдаемых значений [36] (см., однако,
недавние работы для быстро вращающихся предсверхновых [37], в которых
энергия взрыва приближается к наблюдаемым значениям).

МР механизм, предложенный в работе [4], с другой стороны, несколь­
ко смягчает требования к учету нейтринной физики, однако требует наличия
в ядре звезды вращения и магнитного поля. В рамках МР механизма после
коллапса, ввиду его неоднородности, система представляет собой быстровраща­
ющуюся протонейтронную звезду и дифференциально вращающуюся оболочку.
Далее, вмороженное магнитное поле в системе усиливается за счет вращатель­
ной энергии оболочки, ”накручиваясь” со временем. Увеличение магнитного
давления приводит к возникновению волны сжатия, которая быстро переходит
в движущуюся наружу быструю магнитогидродинамическую (МГД) ударную
волну, генерирующую взрыв сверхновой. Как одномерные МГД расчеты, вы­
полненные в 1970-х годах, с простым учетом нейтринной физики [38; 39],
так и современные многомерные модели (см. работы с различным учетом
нейтрино, конфигураций вращения и магнитного поля [40—46], в том числе
в рамках релятивистской МГД с двухмоментным учетом переноса нейтри­
но [47—51]) позволяют получить как наблюдаемую энергетику взрыва, так
и характерные свойства кривых нейтринного излучения во время коллапса,
предсказания гравитационно-волновых сигналов, а также характерные пара­
метры протонейтронной звезды, что делает магниторотационный механизм
одним из самых реалистичных. Угловая скорость в оболочке спадает наружу,
что является необходимым условием для возникновения магнитовращательной
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неустойчивости (МВН, MRI - magnetorotational instability, [41; 52; 53]). Это
может приводить к экспоненциальному росту поля вблизи протонейтронной
звезды и более эффективной перекачке энергии вращения в энергию взрыва
сверхновой. Дополнительный интерес представляют трехмерные модели МР­
сверхновых, которые стали возможны в последние годы [5; 46; 49; 54]. В рамках
3D моделей струйные выбросы из сверхновых могут потерять устойчивость за
счет изгибной МГД-неустойчивости, обнаруженной в работе [46], что уменьша­
ет эффективность МР-механизма. С другой стороны, в трехмерных моделях
возможна еще более эффективная, чем в 2D, перекачка энергии вращения
в энергию магнитного поля за счет неосесимметричных мод МВН и динамо­
эффекта [55]. В настоящее время в теории МР сверхновых остается еще много
открытых вопросов.

В рамках МР механизма, в силу наличия выделенного направления (ось
вращения), взрыв сверхновой всегда получается существенно несферичным,
при разлете оболочки возможно формирование струйных коллимированных
выбросов - джетов (см., напр., расчеты [43; 45] и данные недавних наблюде­
ний [56]). Однако, при нарушении зеркальной симметрии магнитного поля в
предсверхновой возможна дополнительная асимметрия выброса относительно
экваториальной плоскости. Это происходит ввиду того, что в разных полуша­
риях усиление тороидального магнитного поля будет происходить по-разному,
приводя к струйным выбросам различной интенсивности. В этом случае в си­
стеме возможно формирование нескомпенсированного импульса. В силу закона
сохранения импульса это должно приводить к образованию линейной скоро­
сти (”kick”, кик) у протонейтронной звезды. Наличие киков наблюдается у
большого количества НЗ [3; 57—60], характерная величина скорости составляет
несколько сотен километров в секунду. Стандартным способом генерации скоро­
сти НЗ при ее формировании считается наличие асимметрии выброса вещества
во взрывах сверхновых и/или анизотропия в нейтринном излучении после
коллапса. Асимметрия взрыва сверхновой может генерироваться разными спо­
собами. Так, в рамках нейтринного механизма [61—63] анизотропия взрыва и
соответствующий ей нескомпенсированный импульс, передаваемый нейтронной
звезде, генерируются главным образом ввиду возникновения конвекции и SASI
за фронтом стоячей ударной волны отскока. При наличии сильного магнитно­
го поля для электронов возникают эффекты квантования Ландау, приводящие
к тому, что меняется как фазовый объем, так и сечение взаимодействия для
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бета-процессов, ввиду чего локальная нейтринная светимость изменится в соот­
ветствии с конфигурацией поля при величинах 𝐵 ≳ 1015 Гс. Это также может
привести к передаче импульса от нейтрино к веществу и асимметрии взрыва
сверхновой и, вследствие этого, к возникновению кика (см. [64—67]).

В простейшем случае генерации асимметрии взрыва МГД-процессами,
зеркальная симметрия магнитного поля предсверхновой нарушается уже при
наличии комбинации из четного и нечетного (в смысле разложения в ряд
исходной конфигурации поля) мультиполей в структуре магнитного поля
предсверхновой [68]. В другом варианте, возможно присутствие начального
тороидального поля, симметричного относительно экваториальной плоскости
совместно, например, с дипольным полем [69] (см. также недавнюю работу
[5]). Дополнительно, в ядре звезды возможно наличие смещенной относительно
центра симметричной конфигурации магнитного поля, что подтверждается на­
блюдениями (см.,напр.,[70]). В настоящий момент не вполне ясно, какие именно
скорости могут возникать у НЗ в рамках МР механизма сверхновых при нали­
чии асимметричных магнитных полей, поскольку систематических численных
исследований по данному вопросу еще не проводилось.

Тепловая эволюция вращающихся замагниченных нейтронных звезд

Работы по тепловым процессам в НЗ имеют достаточно долгую историю,
насчитывающую около 40 лет (см. обзоры [21; 71]), а также широкий спектр
решаемых задач. По сравнению темпа охлаждения НЗ в рамках теоретических
предсказаний с наблюдениями [72] можно предсказать свойства их оболочек, а
также ставить ограничения на уравнения состояния сверхплотного вещества в
ядре НЗ. На стадии охлаждения НЗ может наблюдаться как тусклый рентге­
новский источник [9; 10]. Одни из наиболее интересных объектов такого вида
– это т.н. ”Великолепная семерка” – семь одиночных радиотихих НЗ, излучаю­
щих почти чернотельный спектр, модифицированный эффектами магнитного
поля. На поверхности НЗ магнитные поля могут составлять ∼ 1012−13 Гс и бо­
лее. Один из способов оценки величины магнитного поля на поверхности НЗ
основан на наблюдении их теплового излучения в мягком рентгеновском диапа­
зоне [11; 73]. Детектируемые кривые блеска по периоду вращения нейтронных
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звезд имеют периодическую природу в объектах типа ”Семерки”. Периодиче­
ские изменения спектра таких объектов говорят о неоднородном распределении
их поверхностной температуры, связанном с влиянием поля [74]. Неоднород­
ное распределение температуры на поверхности НЗ определяется анизотропной
теплопроводностью вырожденного вещества при наличии сильного магнитного
поля. В оболочках нейтронных звезд, состоящих из плазмы вырожденных (ста­
новящихся ультрарелятивистскими при плотности ρ ≫ 106 г/см3) электронов,
и невырожденных нерелятивистских ядер, подавляется теплопроводность попе­
рек силовых линий магнитного поля. Давление определяется электронами, ядра
находятся в состоянии кулоновского кристалла, при этом тепло переносится
также электронами, с участием лучистой теплопроводности во внешних сло­
ях компактной звезды. Степень подавления теплового потока перпендикулярно
магнитному полю определяется параметром магнетизации ωτ, где τ - среднее
время между электрон-ядерными соударениями, ω = 𝑒𝐵/𝑚𝑒𝑐 - плазмен­
ная циклотронная частота. Исследования по теплопроводности в нейтронных
звездах проводятся, как правило, с рассмотрением глобальных численных мо­
делей переноса тепла в коре [12; 15—18], при наличии одномерных моделей
излучающих оболочек (см.,напр.,[75]). В цитируемых исследованиях рассмот­
рены различные конфигурации магнитных полей (как правило, или дипольной
структуры [12; 76], или комбинации диполя и сильного тороидального поля
в коре, моделирующего магнитарную активность [18]), все работы проведены
в двумерной постановке. Характерные пульсации теплового потока на кривой
блеска, полученные в данных работах, могут достигать существенных значе­
ний (𝑃𝐹 > 0.1 − 0.3) в зависимости от величины и конфигурации магнитного
поля в коре нейтронной звезды, что может быть зарегистрировано современ­
ными рентгеновскими телескопами. Ряд работ также посвящен сравнению
кривых блеска рентгеновских источников с предсказаниями численных моделей
(см.,напр.,[14; 20] при наличии соосных дипольного и квадрупольного полей), к
которым, в некотором смысле, относится и часть данной работы, посвященная
исследованию качественных особенностей на кривых блеска в зависимости от
конфигурации (неосесимметричного) поля без привязки к конкретным наблю­
дениям. В цитируемых работах [14; 20] решается обратная задача нахождения
конфигурации магнитного поля путем сравнения большой модельной выборки
кривых блеска для разных (осесимметричных) магнитных полей с конкретными
данными наблюдений. Наконец, ряд работ в данной области посвящен уни­
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фикации наблюдательных проявлений [71] от разных типов нейтронных звезд
путем решения задачи эволюции распределения температуры совместно с эво­
люцией магнитного поля. Наблюдательные проявления нейтронных звезд (т.е.
детектирование объекта в виде пульсара, нейтронной звезды с магнитарной
активностью, или объекта типа ”Великолепной семерки”) существенно зави­
сят от тензоров тепло- и электропроводности, а также эффекта Холла в коре
нейтронной звезды (см. работы [17; 18; 71], где рассматриваются модели магни­
тотепловой эволюции нейтронных звезд в 2D постановке). Недавно, получили
свое развитие и трехмерные модели магнитотепловой эволюции при наличии
ряда упрощающих предположений [77; 78].

Дополнительно, часть работ посвящена расчетам кинетических коэффи­
циентов электронов в коре нейтронной звезды. Модели остывания нейтронных
звезд требуют достаточно точного учета зависимости кинетических коэффи­
циентов электронов в коре от магнитного поля, поскольку и диагональные, и
Холловские члены в тензорах кинетических коэффициентов могут существенно
влиять на распределение физических величин по коре и поверхности нейтрон­
ной звезды [21; 79; 80].

Численные методы для моделирования астрофизических задач

Метод конечного объема основан на аппроксимации интегральных урав­
нений среды в форме законов сохранения массы, импульса и энергии для
уравнений газовой динамики с дополнительным законом сохранения для
магнитного потока в МГД. Исходные дифференциальные уравнения в дивер­
гентной форме интегрируются по объему расчетной ячейки [29; 81], после чего
применяется теорема Гаусса на сетке. В каждой ячейке получается постоянное
состояние среды, для которого изменение за шаг по времени равно изменению
потоков сохраняющихся (консервативных) величин через границы ячейки. Для
корректной эволюции среды необходимо использовать выражение для потока,
как можно более близкое к физической постановке задачи. Впервые эта идея
была выражена С.К. Годуновым [82], который предположил, что для вычисле­
ния потока между ячейками нужно использовать решение задачи о распаде
произвольного разрыва (задаче Римана) между двумя постоянными состоя­
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ниями среды вблизи границы. Метод Годунова исходно был методом первого
порядка точности. Однако позднее данный метод был развит на более высокие
порядки аппроксимации по пространству с использованием квазимонотонных
кусочно-полиномиальных уточнений расчетных величин для построения более
точных выражений для потока (см. [29; 83; 84]). В настоящее время большин­
ство расчетных кодов основано на этом подходе с использованием явных схем
для моделирования уравнений среды (см. [35; 85; 86]). Однако, такие подходы
могут быть не очень эффективны в силу условия устойчивости Куранта-Фри­
дрихса-Леви [87] для явных схем, если в системе присутствуют области с очень
большой скоростью звука. Такие ситуации часто возникают при моделировании
течений с разрешенными на сетке протозвездами и протонейтронными звезда­
ми. В этом случае подходы, основанные на полунеявных схемах, исключающих
скорость звука из условия устойчивости, могут быть более привлекательными.
Идея применить классический полуневный подход [88] из методов для несжи­
маемой гидродинамики к сжимаемым течениям была предложена в работе
[89], однако только относительно недавно свое развитие получили т.н. All-Mach
number solvers (см. [90—94] для газовой динамики и [95; 96] для МГД), позволя­
ющие единообразно моделировать как сжимаемые течения с высокими числами
Маха, так и почти несжимаемую жидкость, при этом выполнение законов со­
хранения и разрывы будут воспроизводиться корректно в силу использования
консервативных методов конечного объема.

Применение стандартных Эйлеровых подходов в криволинейных коорди­
натах при моделировании важных в астрофизических приложениях течений
с сильным крупномасштабным вращением также может существенно ухуд­
шить качество решения ввиду того, что шаг по времени будет определяться
быстрой скоростью вращения компактного объекта или аккреционного диска
вблизи него, а диссипация численной схемы пропорциональна высокой скоро­
сти вращения. Для случая двойных систем, когда вращение фиксировано и
имеет известную структуру, для улучшения качества метода можно перейти
в неинерциальную систему отсчета [81], однако в этом случае консерватив­
ность уравнений нарушается. Для решения этой проблемы также используются
квазилагранжевы подходы вдоль направления вращения по азимутальной ко­
ординате исключающие быструю орбитальную скорость из расчета потоков.
Одна из первых работ на эту тему – метод 𝐹𝐴𝑅𝐺𝑂 (Fast Advection in
Rotating Gaseous Objects), предложенный в работе [97] для моделирования
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Кеплеровского вращения протопланетных дисков. Данный метод не работа­
ет с дозвуковым вращением, характерным для протозвезд и МР сверхновых,
поскольку ”квазилагранжевость” достигается за счет дискретной перестройки
сетки без изменения ее структуры для средней орбитальной скорости в крат­
ное число раз большей характерной скорости звука, чего невозможно достичь
при дозвуковом вращении. Более гибкий подход предложен в работе [98], посвя­
щенной коду 𝐷𝐼𝑆𝐶𝑂 для моделирования МГД-процессов в контексте аккреции
в двойных и дисковых системах. В данной работе реализована вращающаяся
сетка переменной структуры, в котором каждая грань может двигаться с про­
извольной скоростью в азимутальном направлении. Данный подход лежит в
классе т.н. смешанных Эйлерово-Лагранжевых (СЭЛ) методов (см., напр., [99;
100]), в которых потоки через границы ячеек рассчитываются в системе отчета
движущейся грани. Ввиду этого уменьшаются ошибки адвекции схем, а также
смягчается условие устойчивости для допустимого шага по времени. Исполь­
зование криволинейных геометрий и квазилагранжевого подхода совместно с
полунеявными методами в настоящее время не рассматривалось.

Для исследования процессов теплопроводности в нейтронных звездах,
рассмотренных в данной диссертации, используются неявные схемы конечно­
разностные типа Крэнка-Николсона для параболических уравнений [30; 76; 101].
В данной работе конечно-разностный метод опорных операторов был развит на
трехмерные задачи для моделирования теплопроводности в коре нейтронной
звезды. При моделировании магнитотепловой эволюции нейтронных звезд в си­
стему добавляется уравнение на эволюцию магнитного поля в приближении
электронной МГД. В настоящее время используются конечно-объемные мето­
ды Годуновского типа для учета эффекта Холла в коре [71] в 2D, а также
спектральные методы при рассмотрении трехмерных задач [77; 78].

Целью настоящей работы являются изучение влияния неосесимметрич­
ных конфигураций магнитных полей на процессы анизотропного переноса
тепла во внешних слоях нейтронных звезд и связанные с ним наблюдательные
проявления, а также исследование свойств компактного объекта (приобре­
тенной скорости протонейтронной звезды) и морфологии взрыва в рамках
магниторотационного сценария вспышек коллапсирующих сверхновых при
наличии экваториально несимметричных магнитных полей в ядре звезды-пред­
сверхновой.



16

Для достижения поставленных целей необходимо было решить следую­
щие задачи:

1. Получить распределения температуры в коре и на поверхности за­
магниченной нейтронной звезды. Построить по рассчитанным распре­
делениям поверхностной температуры синтетические кривые блеска
и тепловые спектры. Для этого необходимо разработать комплекс
программ для численного решения трехмерного уравнения теплопро­
водности в коре и внешней оболочке замагниченной нейтронной звезды;
разработать комплекс программ для построения тепловых спектров и
кривых блеска замагниченной нейтронной звезды, излучающей в теп­
ловом диапазоне.

2. Исследовать задачу о коллапсе ядра массивной звезды и магниторота­
ционном взрыве сверхновой при нарушении зеркальной симметрии маг­
нитного поля. Для этого необходимо разработать комплекс программ
для моделирования многомерных уравнений магнитной гидродинами­
ки при наличии самогравитации и уравнения состояния общего вида,
заданного в табличной форме, с учетом процессов излучения и погло­
щения нейтрино и антинейтрино.

Научная новизна:
1. Впервые было проведено трехмерное самосогласованное исследование

распространения тепла во внешних слоях замагниченных нейтронных
звезд и его наблюдательных проявлений.

2. Впервые разработан комплекс программ для исследования астрофи­
зических МГД-течений при помощи полунеявной численной схемы
высокого порядка точности с использованием подвижности сетки в
криволинейной геометрии для уравнения состояния общего вида, са­
могравитации и учета нейтринных потерь.

3. Было выполнено оригинальное систематическое исследование возник­
новения больших линейных скоростей (эффект отдачи) нейтронных
звезд, формирующихся при магниторотационных взрывах сверхновых.
Впервые проведено сравнение различных способов генерации экватори­
альной асимметрии магниторотационного взрыва сверхновой.

Практическая значимость
Полученные распределения температуры на поверхности нейтронной звез­

ды, а также синтетические кривые блеска для них, позволяют объяснить
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качественные особенности наблюдаемых кривых блеска одиночных вращающих­
ся нейтронных звезд, связанные со структурой магнитного поля.

Разработанный комплекс программ для решения трехмерного уравнения
теплопроводности в коре нейтронной звезды и моделирования синтетических
кривых блеска по получаемым распределениям температуры может быть
использован для сравнения реальных спектров и кривых блеска теплового
излучения нейтронных звезд с предсказаниями теоретических моделей без пред­
положений о симметрии магнитного поля.

Численное моделирование магниторотационного взрыва сверхновой с на­
рушением зеркальной симметрии магнитного поля позволило получить эффект
отдачи нейтронных звезд и возникновение больших линейных скоростей при
их рождении. Это позволяет естественным образом объяснить существование
быстролетящих нейтронных звезд.

Разработанный комплекс программ для решения многомерных уравнений
магнитной гидродинамики при наличии самогравитации и нейтринных потерь
может быть использован для моделирования совершенно разных замагничен­
ных течений как астрофизической, так и лабораторной плазмы.

Методология и методы исследования. Все исследования, изло­
женные в тексте диссертации, проведены при помощи методов численного
моделирования. Для расчетов теплопроводности во внешних слоях (Глава 1)
замагниченной нейтронной звезды использовался трехмерный конечно-разност­
ный метод опорных операторов, хорошо зарекомендовавший себя в различных
двумерных астрофизических расчетах [22; 23; 102]. Сеточные аналоги диффе­
ренциальных операторов построены на сетке из тетраэдров. Для расчета модели
внешней оболочки использовались стандартные методы Рунге-Кутты решения
обыкновенных дифференциальных уравнений. Численные методики для гидро­
динамических уравнений, изложенные в Главе 2, используют аппарат метода
конечного объема [29; 81] для уравнений, записанных в форме законов сохра­
нения. В МГД-коде реализована процедура очистки дивергенции магнитного
поля [103]. Для МГД расчетов взрыва коллапсирующих сверхновых в Главе
3 также использовался метод конечного объема в сферических координатах с
использованием приближенного метода Годуновского типа [104]. Использова­
лись кусочно-параболический метод [84] для уточнения порядка точности по
пространству и монотонный метод Рунге-Кутты третьего порядка точности по
времени [105].
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Основные положения, выносимые на защиту:
1. Впервые на основе разработанных комплексов программ для трехмер­

ного моделирования теплопроводности в коре нейтронной звезды при
наличии тензора теплопроводности, зависящего от магнитного поля
были получены трехмерные распределения температуры в коре и на по­
верхности нейтронной звезды. Были построены синтетические кривые
блеска. Исследовано влияние неосесимметричных полей на наблюда­
тельные проявления одиночных радиотихих нейтронных звезд.

2. Для моделирования самогравитирующих многомерных астрофизиче­
ских МГД течений разработан комплекс программ с использованием
метода конечного объема. Он основан как на явных по времени схемах
высокого порядка точности, так и с использованием полунеявных ал­
горитмов с более мягким условием устойчивости. Комплекс программ
реализован на подвижной сетке, позволяющей учесть вращение квази­
лагранжевым способом, позволяющим более эффективно моделировать
течения с дифференциальным вращением, такие как аккреционные дис­
ки и магниторотационные сверхновые.

3. Показано, что протонейтронная звезда при магниторотационном взры­
ве сверхновой может приобрести линейную скорость до 500 километров
в секунду. Это согласуется с наблюдательными данными для большин­
ства известных нейтронных звезд. Рассмотрено несколько сценариев с
разными начальными конфигурациями магнитных полей – присутствие
в ядре звезды мультиполей разного порядка, наличие смещенного ди­
польного поля, а также присутствие сильного тороидального поля в
дополнение к дипольному полю.

Достоверность полученных численных результатов подтверждается ис­
пользованием хорошо разработанных численных методов, сравнением тестовых
расчетов с известными аналитическими и численными результатами, а также
качественным совпадением результатов с имеющимися наблюдательными дан­
ными по сверхновым с коллапсирующим ядром и остывающим замагниченным
нейтронным звездам, качественным совпадением в ряде предельных и тестовых
случаев с результатами других групп (научные группы, специализирующиеся
на релятивистской астрофизике/физике коллапсирующих сверхновых из уни­
верситетов Валенсии (Испания) и Монаш (Австралия)). Основные результаты
опубликованы в рецензируемых журналах, рекомендуемых ВАК.
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Апробация работы. Основные результаты диссертации были
представлены в качестве устных и стендовых докладов на следую­
щих международных конференциях:

1. Kondratyev I.A., Moiseenko S.G., Bisnovatyi-Kogan G.S., Glushikhina
M.V. “Anisotropic heat transfer in outer layers of neutron stars”, XXXI
Canary Islands Winter School of Astrophysics 24 November 2019, Tenerife,
Spain

2. Kondratyev I.A., Moiseenko S.G., Bisnovatyi-Kogan G.S., Glushikhina
M.V. “Three - dimensional simulation of stationary heat transfer in
magnetized neutron star” The Modern Physics of Neutron Stars and
Relativistic Gravity - 2021, 27.09.2021 - 30.09.2021, Erevan, Armenia

3. Kondratyev I.A., Moiseenko S.G. “A semi - implicit multidimensional
unstructured gas dynamical solver for astrophysical applications” Sixteenth
Marcel Grossmann Meeting-MG16, 05.07.2021 - 10.07.2021, online

4. I.A. Kondratyev, S.G. Moiseenko “Semi-implicit numerical method for
differentially rotating compressible astrophysical flows”, Fifth Workshop on
Numerical Modeling in MHD and Plasma Physics: Methods, Tools, and
Outcomes, 12-14 Oct 2022, Online

5. I.A. Kondratyev, S.G. Moiseenko, G.S. Bisnovatyi-Kogan “Magnetorotational
supernova explosions: jets and mirror symmetry violation”, Sixth Workshop
on Numerical Modeling in MHD and Plasma Physics: Methods, Tools, and
Outcomes, 12-13 Oct 2023, Moscow, Russia

6. I.A. Kondratyev “2D simulations of magnetorotational supernova explosions
with violated mirror symmetry”, Sixth Workshop on Numerical Modeling in
MHD and Plasma Physics: Methods, Tools, and Outcomes, 7-9 Nov 2023,
Online

На научных семинарах:
1. ”Магнитоплазменные процессы в релятивистской астрофизике” (Тару­

са, 2018, 2022, 2023, 2024 г.)
2. Теоретического отдела Физического института РАН (Москва, 2020 г.)
3. ”Вычислительные методы и математическое моделирование” Институ­

та Прикладной Математики им. М.В. Келдыша РАН (Москва, 2021 г.)
4. Главной (Пулковской) Астрономической Обсерватории РАН (ГАО

РАН, Москва, 2023 г.)
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5. Астрофизической группы Института Теоретической и Эксперименталь­
ной Физики (ИТЭФ НИЦ ”Курчатовский институт”, 2023 г.)

6. Астрофизический семинар Института Астрономии РАН (ИНАСАН,
2024 г.)

Личный вклад. Все представленные в диссертации результаты по­
лучены автором в результате совместных исследований. Все программное
обеспечение, описанное в тексте диссертации, разработано и протестировано
автором лично. Численные и аналитические расчеты, результаты которых доло­
жены в данной работе, также выполнены лично автором. В равном с соавторами
вкладе выполнялись физическая и математическая постановки задач, выбор
численных методик, а также участие в интерпретации результатов расчетов.
Результаты, выносимые на защиту, согласованы с соавторами.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 7 печатных изданиях, 7 из которых изданы в журналах, рекомендованных
ВАК.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх
глав, заключения и двух приложений. Полный объём диссертации составляет
141 страницу, включая 39 рисунков и 11 таблиц. Список литературы содержит
174 наименования на 16 страницах.
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Глава 1. Трехмерное численное моделирование теплопроводности во
внешних слоях замагниченных нейтронных звезд

1.1 Анизотропная теплопроводность в магнитном поле

Распределение температуры в коре НЗ определяется уравнением тепло­
проводности, которое в стационарном случае имеет вид

∇ · (κ̂ · ∇𝑇 ) + 𝑓 = 0 (1.1)

здесь κ̂ есть тензор теплопроводности, 𝑓 задает источники и стоки тепла. В
данной работе мы ищем стационарное распределение температуры в коре НЗ и
предполагаем отсутствие стоков и источников 𝑓 = 0.

В коре нейтронной звезды материя находится в особом состоянии куло­
новского кристалла, в котором энергия электростатического взаимодействия
между ионами существенно меньше энергии Ферми электронов. В таких усло­
виях столкновения высокоэнергетических электронов с ионами приближенно
можно рассматривать как со свободными частицами, т.е. как столкновения
в газе. В пренебрежении во всех членах отношением масс электрона и иона
𝑚𝑒/𝑚𝑁 ≪ 1 эти различия несущественны.

Тензор теплопроводности κ̂ для сильно вырожденных электронов в маг­
нитном поле получен в приближении Лоренца методом Чепмена-Энскога.
Тензор учитывает потоки тепла вдоль и поперек магнитного поля, а также
холловский поток тепла. Он записывается в декартовых координатах следу­
ющим образом [80]⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

κ𝑖𝑗 =
𝑘2𝐵𝑇𝑛𝑒

𝑚*
𝑒
τ
(︀
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,

(1.2)

где 𝑛𝑒 =
ρ𝑍
𝐴𝑚𝑢

– концентрация электронов, 𝑚𝑢 – атомная единица массы, 𝑍 и 𝐴

- зарядовое и массовое числа иона соответственно; 𝑘𝐵 - постоянная Больцмана,
τ = 3

32π2
ℎ3

𝑚*
𝑒𝑍𝑒4Λ - среднее время между электрон-ядерными столкновениями, ℎ
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- постоянная Планка, Λ - кулоновский логарифм [106; 107]. Мы использовали
значение кулоновского логарифма из работы [108] в коре и оболочке, его значе­
ние может незначительно отличаться от единицы. Ввиду того, что электроны в
коре НЗ релятивистские из-за сильного вырождения, вместо массы электрона
𝑚𝑒 мы рассматриваем эффективную массу 𝑚*

𝑒 = 𝑚𝑒

√︀
1 + 𝑝2𝐹𝑒/𝑚

2
𝑒𝑐

2, приближен­
но учитывающую релятивистские эффекты, 𝑝𝐹𝑒 – импульс Ферми электронов.
Параметр магнетизации ωτ существенно меняется в толщине коры НЗ, при
плотности ρ ∼ 1010 г/см3 значение параметра ωτ ∼ 1 при значении индук­
ции магнитного поля 𝐵 ∼ 1013 Гс. Приближенно ωτ ∼ 𝐵/ρ2/3 в коре НЗ при
ρ = 1010−2 ·1014 г/см3. При этом из (1.2) следует, что коэффициенты теплопро­
водности поперек и вдоль магнитного поля записываются в следующем виде:⎧⎨⎩κ𝑒⊥ =

𝑘2𝐵𝑇𝑛𝑒

𝑚*
𝑒
τκ(1),

κ𝑒‖ =
𝑘2𝐵𝑇𝑛𝑒

𝑚*
𝑒
τ
(︀
κ(1) + κ(3)

)︀
.

(1.3)

Отметим здесь также важную деталь. Вдоль магнитного поля для коэф­
фициента теплопроводности сильно вырожденного электронного газа (см.
вышеупомянутые работы [79; 109], а также [110]) обычно используется числен­
но другое значение

κ′𝑒 =
π2

3

𝑘2𝐵𝑇𝑛𝑒

𝑚*
𝑒

τ, (1.4)

что в два с половиной раза меньше, чем в (1.2). В ряде астрофизических ра­
бот электронная теплопроводность используется именно в такой постановке.
Выражение (1.4) безусловно верно для электронного газа в металлах в земных
условиях, где оно выводится в приближении, что средняя скорость электронов
равна нулю. Из уравнения Больцмана в приближении Лоренца следует, что по­
ток тепла и средняя скорость вдоль магнитного поля (что эквивалентно случаю
без поля), когда движение электронов рассматривается как свободное, равны
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где 𝑛𝑁 - концентрация ядер, вектор d𝑒 определяет диффузионный поток тепла
(см., например, [111]). Функция 𝐺𝑛 в пределе сильного вырождения записыва­
ется следующим образом:

𝐺𝑛(𝑥0) =
1

Γ(𝑛)

[︂
𝑥𝑛0
𝑛

+
π2

6
(𝑛− 1)𝑥𝑛−2

0

]︂
,

здесь 𝑥0 =
𝑝2𝑓𝑒

2𝑚𝑒𝑘𝐵𝑇
, а Γ(𝑛) - гамма-функция. Полагая равной нулю среднюю

скорость электронов ⟨v𝑒⟩ и выражая из второй формулы в (1.5) вектор диф­
фузии d𝑒 через градиент температуры и подставляя его в формулу для q‖,
можно получить выражение для коэффициента теплопроводности вырожден­
ных электронов (1.4).

Во внешних слоях нейтронных звезд текут электрические токи, воз­
никает термоэлектрический эффект [112], поддерживающий магнитное поле
в коре и оболочке, и средняя скорость не равна нулю. Перенос тепла и
электропроводность уже определяются не одним, а четырьмя процессами -
теплопроводностью, диффузией, термодиффузией и диффузионным термоэф­
фектом [113]. При таком подходе, в пренебрежении диффузионным потоком
тепла, получаются выражения для коэффициентов теплопроводности (1.3). В
данной работе мы пренебрегаем всеми процессами, кроме теплопроводности,
полагая равной нулю не среднюю скорость электронов, а вектор диффузии.
Отметим, что оба подхода являются приближенными, и мы оставляем полное
согласованное рассмотрение всех четырех процессов для будущей работы.

1.2 Модель нейтронной звезды

Для построения модели теплопроводности с использованием тензора (1.2)
в коре нейтронной звезды необходимо знать распределение магнитного поля,
плотности и химического состава в ней. В данной работе конфигурация маг­
нитного поля задается постоянным магнитным диполем в центре звезды

B =
𝐵𝑝𝑑𝑅

3
𝑁𝑆

2

3(d · r) r− d 𝑟2

𝑟5
(1.6)

где 𝐵𝑝𝑑 - значение индукции дипольного магнитного поля на магнитном полюсе
поверхности НЗ, d - единичный вектор в направлении магнитного диполя, 𝑅𝑁𝑆 -
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радиус НЗ. Также была рассмотрена квадрупольная конфигурация магнитного
поля, задаваемая следующим образом [114]:

B = 𝐵𝑝𝑞𝑅
4
𝑁𝑆

(︂
𝑟2 − 5𝑧2

2𝑟7
r− e𝑧 𝑧

𝑟5

)︂
, (1.7)

где e𝑧 - единичный вектор, направленный вдоль оси 𝑧, а 𝐵𝑝𝑞 - значение ин­
дукции квадрупольного поля на полюсах. При рассмотрении осесимметричных
моделей в данной главе диссертации рассмотрены соосные распределения ди­
польного (1.6) и квадрупольного (1.7) полей, а при рассмотрении полей без
осевой симметрии предполагается, что дипольная компонента может быть по­
вернута на произвольный угол Θ𝑏 ∈ [0,π/2] относительно квадрупольной.

Плотность ρ явным образом входит в тензор теплопроводности (1.2) и в
эффективную массу электрона. Для получения профиля плотности в НЗ бы­
ло решено уравнение Толмена-Оппенгеймера-Волкова для не вращающейся НЗ
при нулевой температуре:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑃
𝑑𝑟 =

−𝐺(ρ+ 𝑃
𝑐2
)(𝑚+4π𝑟3 𝑃

𝑐2
)

𝑟(𝑟− 2𝐺𝑚
𝑐2

)

𝑑𝑚
𝑑𝑟 = 4π𝑟2ρ

𝑃 = 𝑃 (ρ)

(1.8)

Здесь 𝐺 - гравитационная постоянная, 𝑃 - давление, 𝑟 - расстояние от центра
звезды. На рис. 1.1 представлены графики зависимости плотности и массы НЗ
от расстояния в километрах для центральной плотности ρ𝑐 = 1 · 1015 г/см3.
Масса данной НЗ 𝑀𝑁𝑆 = 1.42𝑀𝑠𝑢𝑛.

Уравнение состояния взято из работы [115], результаты которой базиру­
ются на работах [116; 117]. Уравнение состояния в [115] рассчитано одним и
тем же методом для коры и ядра НЗ при помощи расчетов с эффективным
потенциалом взаимодействия между нуклонами ядерной материи при больших
плотностях при нулевой температуре. Ядро НЗ при таком уравнении состояния
состоит из нейтронов, протонов, электронов и мюонов.

Как и в работе [76], уравнение теплопроводности решается нами не до
внешней границы внутренней коры с ρ = ρ𝑑𝑟𝑖𝑝 = 4 · 1011 г/см3, а до ρ = ρ𝑜𝑢𝑡 =

1010 г/см3, чтобы как можно больше расширить область решения трехмерной
задачи. Здесь ρ𝑑𝑟𝑖𝑝 задает плотность, при которой начинается испарение ней­
тронов из перегруженных нейтронами ядер. Таким образом, радиус внутренней
границы коры 𝑅𝑖𝑛 = 10.594 км при ρ = ρ𝑖𝑛 = 2 · 1014 г/см3, а радиус внешней
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Рисунок 1.1 — Зависимость плотности (слева) в НЗ и массы НЗ (справа) от
расстояния до центра НЗ для центральной плотности ρ𝑐 = 1 · 1015 г/см3

границы коры 𝑅𝑜𝑢𝑡 = 11.618 км при ρ = 1010 г/см3; толщина такой коры со­
ставляет 1.024 км. Для полученного численно распределения плотности в коре
была получена аналитическая аппроксимация решения в виде:

lg ρ = −5.185(𝑟 −𝑅𝑖𝑛)
2 + 1.06(𝑟 −𝑅𝑖𝑛) + 14.22 + 0.13 + 0.45 exp(−10(𝑟 −𝑅𝑖𝑛))−

−0.35 exp(−3(𝑟 −𝑅𝑖𝑛 − 0.11))− 0.27 exp(−10|𝑟 −𝑅𝑖𝑛 − 0.79|),
(1.9)

где 𝑟 - расстояние от центра НЗ в километрах; погрешность этой аппроксимации
составляет менее 1.2%.

Отметим здесь также, что в данной работе во внешней оболочке (см.ниже)
рассматривается полностью ионизированная плазма железа с 𝑍 = 26 и 𝐴 = 56,
а в коре учитывается нейтронизация вещества. Эффективные значения 𝑍 и
𝐴 как функции плотности в коре НЗ взяты из классической работы Байма,
Бете и Петика [118] для ρ < ρ𝑑𝑟𝑖𝑝, и из работы Байма, Петика и Сазерленда
[119] для ρ > ρ𝑑𝑟𝑖𝑝.

1.3 Одномерная модель внешней замагниченной оболочки
нейтронной звезды

Внешние слои нейтронных звезд, при ρ < 1010 г/см3, имеют толщину
∼ 100 метров, при этом в данной области происходят очень большие перепады
плотности и температуры. С вычислительной точки зрения пространственно
разрешить такую область на трехмерной сетке не удается. При параметрах
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внешней оболочки также необходимо учитывать процессы радиационного пере­
носа, поскольку в приповерхностной области они становятся доминирующими.
Тепловая структура оболочки в данной работе исследуется в стационарном,
локальном, плоско-параллельном приближении, для расчета связи локальной
температуры поверхности 𝑇𝑠 с локальной температурой 𝑇𝑏 при ρ = 1010 г/см3

на дне оболочки. На всей площади поверхности принимается, что радиальный
градиент температуры и тепловой поток поперек оболочки много больше, чем
вдоль нее [75]. Ниже дан вывод уравнения, описывающего тепловую структуру
оболочки, приведенный в работе [75]. В одномерном приближении уравнение
теплопроводности имеет вид [111; 120]:

𝐹 ≡ σ𝑇 4
𝑠 = κ

𝑑𝑇

𝑑𝑧
=

16σ

3

𝑇 3𝑑𝑇

𝑑τ
, κ =

16σ𝑇 3

3𝐾ρ
(1.10)

здесь 𝐹 - локальная плотность потока тепла, предполагаемая постоянной попе­
рек оболочки, κ - эффективный коэффициент теплопроводности в направлении
нормали к поверхности, 𝐾 - эффективная непрозрачность, соответствующая
данному значению коэффициента κ, координата поперек оболочки с учетом эф­
фектов общей теории относительности имеет вид 𝑧 = (𝑅𝑁𝑆 − 𝑟)𝑒Φ(𝑅𝑁𝑆), где
𝑒Φ(𝑅𝑁𝑆) = (1 − 𝑟𝑔/𝑅𝑁𝑆)

−1/2, а 𝑟𝑔 - гравитационный радиус, σ - постоянная Сте­
фана-Больцмана. Отметим также, что излучение с поверхности предполагается
локально чернотельным.

Интегрирование уравнения (1.10) дает профиль температуры в оболочке
𝑇 ≈ 𝑇𝑠(

3
4τ +

1
2)

1
4 , где τ =

∫︀ 𝑧

−∞𝐾ρ𝑑𝑧 - оптическая толщина оболочки. Посто­
янная интегрирования отвечает приближению Эддингтона [111; 120] (τ = 2

3 на
излучающей поверхности).

При 𝑧 ≪ 𝑅𝑁𝑆 релятивистское уравнение гидростатического равновесия
(первое уравнение системы (1.8)) может быть приведено к Ньютоновской фор­
ме:

𝑑𝑃

𝑑𝑧
= 𝑔𝑠ρ, (1.11)

где 𝑃 - давление, 𝑔𝑠 = 𝐺𝑀𝑁𝑆/(𝑅
2
𝑁𝑆

√︀
1− 𝑟𝑔/𝑅𝑁𝑆) ускорение свободного паде­

ния на поверхности НЗ. Из этого уравнения вместе с (1.10) можно получить
уравнение тепловой структуры внешней оболочки НЗ

𝑑𝑇

𝑑𝑃
=

3𝐾

16𝑔𝑠

𝑇 4
𝑠

𝑇 3
. (1.12)
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Перенос тепла в оболочке определяется суммой двух процессов - лучистой и
электронной теплопроводностью. Таким образом, эффективный коэффициент
теплопроводности κ = κ𝑟 + κ𝑒. Его можно выразить через коэффициенты теп­
лопроводности вдоль (κ‖) и поперек (κ⊥) силовых линий магнитного поля в
виде [73]

κ = κ‖ cos
2 θ𝐵 + κ⊥ sin2 θ𝐵 (1.13)

где θ𝐵 - угол между нормалью к поверхности и магнитным полем. Получить
выражение (1.13) для электронной теплопроводности можно следующим об­
разом. Для градиента температуры направленного по нормали к поверхности
(∇𝑇 ≡ ∇𝑇𝑧), проекция на нормаль свертки тензора электронной теплопровод­
ности (1.2) с ∇𝑇 , в отсутствие холловского члена, запишется в виде

(κ̂𝑒 · ∇𝑇 )𝑧 = κ𝑒⊥∇𝑇 + (κ𝑒‖ − κ𝑒⊥)(𝐵⃗ · ∇𝑇 ) cos θ𝐵/𝐵. (1.14)

Для градиента температуры направленного по нормали к оболочке из (1.14),
с учетом (1.2), получаем

κ𝑒⊥ · ∇𝑇 + (κ𝑒‖ − κ𝑒⊥)∇𝑇 cos2 θ𝐵, (1.15)

откуда для электронной теплопроводности следует соотношение (1.13).
Для коэффициентов лучистой теплопроводности в работе [121] получены

значения для случаев вдоль (κ𝑟‖) и поперек (κ𝑟⊥) магнитного поля при учете
свободно-свободного поглощения и Томсоновского рассеяния. Аналогичные рас­
суждения для тензора лучистой теплопроводности приводят к формуле (1.13).
Непрозрачность в этом случае равна

𝐾𝑟 =
16σ𝑇 3

3κ𝑟(𝐵,θ𝐵)ρ
. (1.16)

Как было отмечено в [122], уравнение (1.12) может быть неприменимо в
областях, где поле очень велико, и близко к тангенциальному. В этом случае
тепловой поток по нормали к поверхности может быть сильно подавлен и стать
сравнимым с тепловым потоком вдоль оболочки, параллельно полю. В данной
работе этот эффект не рассматривается.

Уравнение (1.12) решалось численно адаптивным методом Рунге-Кутта
4-5 порядка точности с переменным шагом расчетной сетки. В качестве гра­
ничного условия на поверхности излучающей оболочки принимается 𝑇 = 𝑇𝑠,
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при этом давление на поверхности 𝑃𝑠 находится из условия Эддингтона 𝑃𝑠 ≈
2𝑔𝑠
3𝐾𝑠

[111]. При известной зависимости 𝐾𝑠(𝑇𝑠,ρ𝑠) для непрозрачности, и 𝑃𝑠(𝑇𝑠,ρ𝑠)

для уравнения состояния, условие Эддингтона однозначно определяет поверх­
ностные значения 𝑃𝑠 и ρ𝑠 при заданном 𝑇𝑠. В Приложении А приведены
описания используемых уравнения состояния и коэффициентов непрозрачно­
сти в оболочке НЗ.

1.3.1 Аппроксимационные соотношения 𝑇𝑠 - 𝑇𝑏

Используя описанные в предыдущих разделах физические условия, име­
ющие место во внешней оболочке НЗ, можно решить уравнение (1.12) при
различных значениях магнитного поля. В ходе расчетов были получены на­
боры распределений температуры в оболочке НЗ для разных значений 𝑇𝑠, 𝐵
и θ, связывающие локальную температуру на поверхности НЗ 𝑇𝑠 с темпера­
турой, вдоль радиуса, на дне оболочки 𝑇𝑏, по заданному значению индукции
магнитного поля 𝐵 и угла θ между направлением магнитной силовой линии
и нормалью к поверхности НЗ, которые считаются постоянными во внешней
оболочке. Обзор существующих к настоящему моменту 𝑇𝑠 − 𝑇𝑏-соотношений
может быть найден в [21].

Как было отмечено в [72], 𝑇𝑠 − 𝑇𝑏-соотношение зависит от значения ко­
эффициентов теплопроводности в ”полосе чувствительности” (sensitivity strip)
на плоскости ρ − 𝑇 , находящейся около ”точки поворота” (turning point), где
κ𝑒 ∼ κ𝑟. Точка поворота в случае теплопереноса при наличии магнитного поля
сдвигается в область более высоких плотностей с ростом поля. Вдоль магнит­
ного поля этот эффект провоцируется уменьшением непрозрачности, а поперек
поля - уменьшением непрозрачности и подавлением коэффициента электрон­
ной теплопроводности поперек полю.

На Рис. 1.2 представлены графики распределения температуры в оболочке
НЗ, для поверхностной температуры 𝑇𝑠 = 106 К. Нижние сплошные отвечают
распределению температуры вдоль (θ𝐵 = 0), а верхние пунктирные – поперек
(θ𝐵 = π/2) магнитному полю. На Рис. 1.3 изображены графики распределения
температуры в оболочке НЗ с фиксированной температурой на дне оболочки
для звезды с дипольным магнитным полем при различных его значениях 𝐵𝑝
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Рисунок 1.2 — Распределение температуры как функции плотности в
оболочке НЗ для 𝑇𝑠 = 106𝐾 в однородном магнитном поле с 𝐵 = 1011 Гс

(слева) и 𝐵 = 1013 Гс (справа). Сплошные кривые соответствуют магнитным
полюсам, пунктирные - экватору.
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Рисунок 1.3 — Распределение температуры как функции плотности в
оболочке НЗ для 𝑇𝑏 = 108𝐾 для звезды с дипольным магнитным полем, для

различных его значений на полюсе, 𝐵𝑝 = 1011 Гс (слева), 1012 Гс (центр) и 1013

Гс (справа). Сплошные кривые соответствуют магнитным полюсам,
пунктирные - экватору.
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на магнитном полюсе. Отметим, что для диполя значение поля на экваторе
𝐵𝑒 = 0.5𝐵𝑝. В Таблице 1 представлены температуры поверхности на магнитном
полюсе и экваторе и их отношения для различных значений 𝐵𝑝, и 𝑇𝑏 = 108 К.

Таблица 1 — Температуры поверхности НЗ на полюсе (θ = 0) и экваторе
(θ = π/2) и их отношения

lg𝐵𝑝 11 12 13

𝑇𝑠(θ = 0)/106𝐾 1.02 1.03 1.16
𝑇𝑠(θ = π/2)/106𝐾 0.71 0.35 0.18

𝑇𝑠‖/𝑇𝑠⊥ 1.43 2.94 6.44

Мы построили таблицы решений уравнения на тепловую структуру (1.12)
для разных значений угла θ𝐵, модуля индукции поля 𝐵 и температуры на дне
оболочки 𝑇𝑏. Заметим, что в граничное условие уравнения (1.12) входит по­
верхностная температура 𝑇𝑠, поэтому для построения таблиц от 𝑇𝑏 необходимо
решать уравнение на тепловую структуру, ”подбирая” по 𝑇𝑠 необходимое значе­
ние 𝑇𝑏, в расчетах мы находили его с точностью 0.25%. В двумерных таблицах
2 и 3 представлены решения уравнения (1.12) для некоторых 𝑇𝑏 и 𝐵 при θ𝐵 = 0

и θ𝐵 = π/2 соответственно.
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Рисунок 1.4 — Сравнение 𝑇𝑠 − 𝑇𝑏-соотношений из данной работы и [75] для
магнитного экватора (нижние линии) и полюса (верхние линии) для
дипольного магнитного поля. Пунктирные линии соответствуют [75],

сплошные линии - данной работе. Слева представлены результаты для
𝐵𝑝𝑑 = 1012 Гс, справа – для 𝐵𝑝𝑑 = 1013 Гс.
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Мы сравнили полученное нами ”𝑇𝑠 − 𝑇𝑏”-соотношение с аналогичным
соотношением из работы [75]. Основные отличия между моделями тепловой
структуры заключаются в том, что по сравнению с [75] мы использовали более
простое уравнение состояния в оболочке, но учли связанно-свободное поглоще­
ние и эффекты электронного вырождения на радиационных непрозрачностях
(А.16),(А.12), а также использовали отличные от [75] коэффициенты электрон­
ной теплопроводности (1.3). На Рис. 1.4 представлено сравнение ”𝑇𝑠 − 𝑇𝑏” для
двух значений дипольного магнитного поля, с 𝐵 = 1012Гс (слева) и 1013Гс (спра­
ва) на полюсе и экваторе. В обоих случаях разница температур поверхности 𝑇𝑠

не превышает 20% от [75]. Температура поверхности НЗ на магнитном полюсе
(вдоль поля) получилась в наших расчетах немного выше, чем в [75] ввиду то­
го, что используемый нами коэффициент электронной теплопроводности вдоль
поля выше, чем в [79]. Со случаем поперек поля все несколько сложнее: с ро­
стом магнитного поля переход от лучистой к электронной теплопроводности
(полоса чувствительности) происходит в существенно вырожденной области,
в которой радиационная непрозрачность сильно подавляется ввиду вырожде­
ния. По этой причине, градиент температуры в областях поперек поля ниже
для сильного магнитного поля (см. нижнюю синюю кривую на правом изобра­
жении в Рис.1.4), чем в [75], не смотря на то, что коэффициент электронной
теплопроводности (1.3) подавлен сильнее поперек поля.

Таблица 2 — 𝑇𝑠 − 𝑇𝑏-соотношение для 𝑇𝑠 в единицах 106𝐾 при θ𝐵 = 0 (𝑇𝑏 в
единицах 109𝐾)

𝑇𝑏9 lg𝐵𝑝 = 11.7 12 12.7 13

0.04 0.5721 0.5904 0.6672 0.6927
0.08 0.8930 0.9019 0.9931 1.0316
0.20 1.6021 1.6066 1.6723 1.7337
0.60 3.1664 3.1681 3.1818 3.2253
1.00 4.3058 4.3022 4.3057 4.3383
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Таблица 3 — 𝑇𝑠 − 𝑇𝑏-соотношение для 𝑇𝑠 в единицах 106𝐾 при θ𝐵 = π/2 (𝑇𝑏 в
единицах 109𝐾)

𝑇𝑏9 lg𝐵𝑝 = 11.7 12 12.7 13

0.04 0.1636 0.1291 0.0894 0.0803
0.08 0.2917 0.2331 0.1495 0.1328
0.20 0.6502 0.5338 0.3417 0.2844
0.60 1.7487 1.4672 0.9712 0.8118
1.00 2.7193 2.2949 1.5321 1.2911

1.4 Краевая задача для уравнения теплопроводности в коре
нейтронной звезды

Предполагается, что поток тепла излучается с поверхности НЗ, а темпе­
ратура на внутреннем радиусе коры 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 считается одинаковой по всему ядру,
ввиду достаточно большой теплопроводности. Эта температура уменьшается
со временем при остывании ядра НЗ достаточно медленно, после быстрого
этапа с излучением нейтрино, так что эволюцию НЗ можно представить в ви­
де последовательности остывающих моделей со стационарным распределением
температуры по звезде. Таким образом, значение поверхностной температу­
ры 𝑇𝑠 определяется решением стационарной краевой задачи для уравнения
теплопроводности в шаровом слое с заданной температурой 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 на внутрен­
ней границе, и с условием излучения чернотельного спектра с поверхности на
внешней границе, когда поток тепла определяется законом Стефана-Больцма­
на 𝐹𝑠 = σ𝑇 4

𝑠 . Во внешней оболочке, ввиду малости ее массы, поток тепла 𝐹𝑠

считается постоянным, поэтому на внешней границе коры, которая является
также внутренней границей внешней оболочки, этот поток тепла равен ради­
альному потоку тепла из ядра при теплопроводности. Это задает граничные
условия в виде

𝑇 |𝑖𝑛 = 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒, κ(B, ρ, 𝑇 )∇𝑟𝑇 + 𝐹𝑠|𝑜𝑢𝑡 = 0, (1.17)

где индекс ”𝑖𝑛” отвечает значению температуры на внутренней границе коры
с 𝑟 = 𝑅𝑖𝑛, а индекс ”𝑜𝑢𝑡” отвечает внешней границе коры с 𝑟 = 𝑅𝑜𝑢𝑡. Условие
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непрерывности температуры на поверхности коры используется вместе с соот­
ношением 𝑇𝑠(𝑇𝑏) для разных (𝐵, θ𝐵), при этом 𝑇𝑏 = 𝑇𝑜𝑢𝑡. В итоге получается
однозначная зависимость 𝑇𝑠(𝑇𝑜𝑢𝑡, 𝐵, θ𝐵), определяющая распределение темпе­
ратура по поверхности замагниченной НЗ. В сферическом слое 𝑅𝑖𝑛 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑅𝑜𝑢𝑡

решалось стационарное уравнение теплопроводности

∇ · κ(B, ρ, 𝑇 ) · ∇𝑇 = 0, (1.18)

с граничными условиями (1.17). Задача о распространении тепла во внеш­
них слоях замагниченной нейтронной звезды решалась численно при помощи
развитого нами трехмерного аналога метода опорных операторов на неструк­
турированной сетке, состоящей из тетраэдров. Детали численной модели
представлены в Приложении Б.

1.5 Распределения температуры нейтронной звезды для
осесимметричных магнитных полей дипольного и квадрупольного

типов

В результате расчетов по трехмерной программе были получены распреде­
ления температуры внутри коры, и по поверхности НЗ. На Рис.1.5 представлено
распределение температуры в коре НЗ с плотностями ρ = 1010 − 2 · 1014 г/см3

с температурой ядра 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾, для дипольного магнитного поля (1.6) с
индукцией на полюсе 𝐵𝑝𝑑 = 1013 Гс.

Распределение температуры в коре инвертировано по сравнению с поверх­
ностным распределением температуры. Это объясняется тем, что сильнее всего
коэффициент теплопроводности поперек поля подавляется во внешней оболоч­
ке, где ωτ ≫ 1. Подавленный поток тепла на магнитном экваторе приводит
к уменьшению градиента температуры в коре, поэтому на магнитном полюсе
изменение температуры в коре выше, чем на экваторе. Данный эффект в ан­
глоязычной литературе называется ”ℎ𝑒𝑎𝑡 𝑏𝑙𝑎𝑛𝑘𝑒𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑒𝑛𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑒” – оболочка с
”теплозащитой” [21; 76].

На левом графике Рис. 1.6 представлено найденное в расчетах распре­
деление температуры по поверхности НЗ, соответствующее распределению из
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Рисунок 1.5 — Распределение температуры в коре НЗ для дипольного
магнитного поля (1.6) с индукцией на полюсе 𝐵𝑝𝑑 = 1013 Гс, и 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾
(здесь и далее температура 𝑇 представлена в единицах 106𝐾) для плотностей
ρ = 1010 − 2 · 1014 г/см3. Слева - сечение в плоскости Y-Z, справа - трехмерная

проекция поверхности коры НЗ при плотности ρ𝑜𝑢𝑡 = 1010г/см3.

Рис.1.5, а также полуаналитическое распределение температуры из классиче­
ской работы Гринштейна и Хартке [73] с рассчитанными нами значениями
температур на полюсе и экваторе НЗ:

𝑇𝑠(𝐵, θ) = [𝑇 4
𝑠 (0) cos

2 θ𝐵 + 𝑇 4
𝑠 (π/2) sin

2 θ𝐵]
1/4 (1.19)

Из Рис. 1.6,1.7 видно, что для чисто дипольных конфигураций магнит­
ного поля угловая зависимость температуры хорошо описывается формулой
Гринштейна и Хартке (1.19) из [73].

В наших расчетах получены следующие параметры. Для 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾
температура внешней границы коры на магнитном полюсе 𝑇𝑏‖ ≈ 1.74 ·108 K, на
поверхности 𝑇𝑠‖ ≈ 1.60 ·106 K, а на экваторе 𝑇𝑏⊥ ≈ 1.99 ·108 K и 𝑇𝑠⊥ ≈ 0.34 ·106

K. Отношение температур 𝑇𝑠‖/𝑇𝑠⊥ на поверхности равно 4.72. Из рисунков 1.6
(левая панель) и 1.7 видно, что анизотропия в оболочке усиливается по мере
охлаждения НЗ, так, при 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 109𝐾 отношение температур на полюсе и
экваторе 𝑇𝑠‖/𝑇𝑠⊥ = 2.55, а при 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 5 · 107𝐾 отношение 𝑇𝑠‖/𝑇𝑠⊥ = 7.10. В
Таблице 3 представлены полные светимости НЗ 𝐿 = 2π𝑅2

𝑜𝑢𝑡σ
∫︀ π
0 𝑇 4 sin θ𝑑θ и

средние эффективные значения температуры. При этом, для квадрупольных
полей (𝐵𝑝𝑞 = 1 · 1013) светимости НЗ меняются незначительно.

В качестве еще одного теста наши расчеты с дипольным полем правиль­
нее всего сравнить с работами [12; 76] (случай т.н. ”core-dipole configurations”),



35

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Θ

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

T
s
6

T
core

 = 2·108K, lg(B
p
d) = 13

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Θ

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

T
s
6

T
core

 = 2·108K, lg (B
pq

) = 13

Рисунок 1.6 — Левая панель: Распределение температуры на поверхности НЗ
для дипольного магнитного поля с индукцией на полюсе 𝐵𝑝𝑑 = 1013Гс, и

𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾, как функции полярного угла θ. Сплошная линия -
полученная в расчетах зависимость, пунктирная линия - зависимость,

посчитанная по формуле (1.19). Правая панель: Распределение температуры
на поверхности НЗ для квадрупольного магнитного поля с индукцией

𝐵𝑝𝑞 = 1 · 1013Гс на полюсе для 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾.
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Рисунок 1.7 — То же, что на Рис. 1.6, для 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 5 · 107𝐾 (слева) и
𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 109𝐾 (справа)
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Таблица 4 — Светимость и эффективная температура НЗ с дипольным
магнитным полем

𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 5 · 107𝐾 2 · 108𝐾 109𝐾

𝐿, 𝑒𝑟𝑔/𝑠 1.6101e+32 3.6151e+33 1.3262e+35
𝑇𝑒𝑓𝑓 ,𝐾 6.3966e+05 1.3924e+06 3.4268e+06

поскольку в них физическая постановка задачи близка к нашей (хотя в [12]
рассмотрен случай сконденсировавшейся внешней оболочки). Наши результаты
находятся в хорошем согласии с работой [76]. Так, для НЗ с температурой ядра
𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 1·108𝐾 и индукцией дипольного поля на полюсах 𝐵𝑝𝑑 = 1·1013 значения
температур поверхности на магнитных полюсе и экваторе равны соответственно
1.09·106𝐾 и 0.18·106𝐾, что визуально очень близко к аналогичным значениям в
[76]. Угловая зависимость также воспроизводится с хорошей точностью. Расче­
ты с ”core”-конфигурациями в [12] качественно близки к нашим, хотя в данной
работе температура поверхности выше, чем у нас, при одних и тех же 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒.

На Рис. 1.8 и правой части Рис. 1.6 представлено распределение темпера­
туры в коре и на поверхности НЗ для квадрупольного поля (1.7) с индукцией
𝐵𝑝𝑞 = 1 · 1013Гс на полюсе. При этом, в распределении поверхностной темпера­
туры наблюдаются два ”провала”.

Далее были рассмотрены соосные конфигурации дипольного и квадру­
польного поля вместе. На Рис. 1.9 ниже представлены графики зависимости
поверхностной температуры для дипольно- и квадрупольнодоминирующих по­
лей (𝐵𝑝𝑞 = 6 · 1012 и 𝐵𝑝𝑞 = 1.2 · 1013Гс соответственно, дипольная составляющая
осталась прежней) для 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾.

При наличии слабого квадрупольного поля максимумы температуры сдви­
гаются в сторону от θ = π/2 и становятся уже 2π-периодичными по полярному
углу, при этом если поле ”в основном” дипольное, то имеется один ”провал”
температуры чуть выше магнитного экватора. В случае же, когда квадруполь
доминирует, имеют место уже два смещенных ”провала”.
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Рисунок 1.8 — Распределение температуры в коре НЗ для квадрупольного
поля (1.6) с индукцией на полюсе 𝐵𝑝𝑞 = 1013 Гс, и 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾 (здесь и
далее в единицах 106𝐾) для плотностей ρ = 1010 − 2 · 1014 г/см3. Слева -

сечение в плоскости Y-Z, справа - трехмерная проекция поверхности коры НЗ
при плотности ρ𝑜𝑢𝑡 = 1010г/см3.
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Рисунок 1.9 — Распределение температуры на поверхности НЗ для суммы
магнитных полей, слева - дипольно-, справа - квадрупольнодоминирующая

конфигурации полей для 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾
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1.6 Результаты расчетов для неосесимметричных конфигураций
поля

При вращении дипольной компоненты магнитного поля (1.6) около квад­
рупольной (1.7), в системе (1.18) нарушается осевая симметрия, ввиду чего
необходимо рассматривать трехмерные модели. В данной главе мы рассмат­
риваем несоосную суперпозицию дипольного и квадрупольного полей в коре
нейтронной звезды. Ввиду того, что нет физических ограничений на повороты
магнитных мультиполей в НЗ относительно друг друга, включение несоосного
квадрупольного поля в дополнение к дипольному вносит два дополнительных
параметра, влияющих на распределение температуры внутри НЗ – угол между
дипольной и квадрупольной осями Θ𝑏, а также отношение между индукция­
ми мультиполей на их полюсах β = 𝐵𝑝𝑞/𝐵𝑝𝑑, которые определяют величину
трехмерных эффектов. Отметим очевидный факт, что при β≪ 1 и β≫ 1 рас­
пределения температуры быстро сходятся к ситуациям с чисто дипольным и
чисто квадрупольным полем, соответственно, поэтому наиболее интересен слу­
чай, когда значения диполя и квадруполя сопоставимы, т.е. β ∼ 1.

Распределение температуры поверхности НЗ, соответствующее темпера­
туре коры на Рис. 1.10, представлено на Рис. 1.11 (верхняя панель) совместно
с аналогичным распределением для чисто дипольного поля (нижняя панель).
Как и в случае с осесимметричными конфигурациями поля, распределение
температуры в коре также является инвертированным по отношению к поверх­
ностному распределению температуры НЗ. Минимальная температура равна
приблизительно 𝑇𝑐 ≈ 3 · 105𝐾, в то время как максимальная температура
𝑇ℎ ≈ 1.6 · 106𝐾, что несущественно ниже, чем в случае осесимметричной
модели с дипольным полем. В случае чистого диполя, распределение поверх­
ностной температуры НЗ представляется в форме двух одинаковых горячих
пятен на полюсах и холодного пояса на экваторе. При ”включении” несоосной
квадрупольной компоненты в распределении температуры поверхности возни­
кают следующие особенности – при β <∼ 1 и Θ𝑏 ̸= 0, форма холодного пояса
становится нерегулярной, при этом сама площадь пояса увеличивается по срав­
нению с дипольным случаем. Горячие области на полюсах в этом случае уже
расположены не друг напротив друга, и их площади также начинают различать­
ся. Подобная конфигурация температуры, по-видимому, наблюдается в объекте
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Рисунок 1.10 — Распределение температуры (в единицах 106𝐾) коры
нейтронной звезды с квадрупольной и дипольной компонентами магнитного

поля 𝐵𝑝𝑞 = 5 · 1012 Гс и 𝐵𝑝𝑑 = 1 · 1013 Гс соответственно (β = 0.5). Магнитные
оси повернуты на угол Θ𝑏 = π/4 друг от друга, здесь и далее на графиках
квадрупольная ось зафиксирована вдоль оси 𝑧, а дипольная – повернута на

различные углы Θ𝑏. Температура ядра НЗ 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾. Верхний рисунок –
сечение в плоскости Z-Y, нижний – распределение температуры поверхности

коры НЗ.

Рисунок 1.11 — Распределение температуры поверхности НЗ (в единицах
106𝐾) для параметров с Рис.1.10 (верхний рисунок) и для нейтронной звезды

без квадрупольного поля (нижний рисунок).
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Рисунок 1.12 — Распределения поверхностной температуры НЗ (в единицах
106𝐾) в двух рассчитанных моделях с параметрами β = 0.75, 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 5 · 107𝐾,

Θ𝑏 = π/3 (верхняя панель) и β = 1, 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 5 · 107𝐾, Θ𝑏 = π/6 (нижняя
панель). Дипольная компонента 𝐵𝑝𝑑 = 1 · 1013 Гс в обоих случаях.

RX J0720.4–3125 из ”Великолепной семерки” [9]. Наличие квадрупольной ком­
поненты незначительно уменьшает эффективную температуру НЗ, что также
говорит о росте площади холодных областей. Дополнительно стоит отметить,
что распределение температуры зеркально симметрично относительно плоско­
сти, проходящей через магнитные оси диполя и квадруполя.

На Рис. 1.12 представлены распределения поверхностной температуры
для различных значений параметров β и Θ𝑏, а также разных температур ядра
НЗ 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒, что соответствует различным возрастам НЗ. С ростом квадрупольной
компоненты по отношению к дипольной, второй холодный пояс возникает при
β ∼ 0.9 для малых углов наклона порядка Θ𝑏 ∼ π/6. В этом случае, с даль­
нейшим ростом квадрупольного поля, когда β ≳ 1.5, температура уже слабо
отличается от чисто квадрупольного распределения. При больших углах накло­
на между мультиполями порядка Θ𝑏 ≲ π/2 форма холодного пояса все сильнее
искривляется от круговой с ростом параметра β,принимая форму ”челюсти”,
и только при β ≳ 1.5 (1.5 для Θ𝑏 = π/3) распределение температуры переходит
в конфигурацию с двумя поясами.

Как и в случае осесимметричных конфигураций магнитного поля, по ме­
ре охлаждения НЗ, анизотропия поверхностного распределения температуры
усиливается. Так, при 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 1 · 109𝐾 (температуры соответствуют времени ∼
10 тысяч лет после формирования НЗ), отношение температур в самой горячей
и самой холодной точке поверхности НЗ равно 𝑇ℎ/𝑇𝑐 ∼ 2.5, в то время как для



41

𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 5·107𝐾 (соответствует нескольким миллионам лет) оно равно 𝑇ℎ/𝑇𝑐 ∼ 7.
Параметр магнетизации ωτ достаточно слабо зависит от температуры, и поэто­
му в предположении, что поле не затухает достаточно долго ввиду высокой
проводимости за время охлаждения НЗ, топология распределения температу­
ры будет сохраняться со временем.

1.7 Наблюдательные проявления для рассчитанных распределений
температуры замагниченной вращающейся нейтронной звезды

1.7.1 Методы построения синтетических тепловых спектров и
кривых блеска вращающейся замагниченной нейтронной звезды

Моделирование тепловых кривых блеска от вращающихся нейтронных
звезд (а именно от одиночных XDINS и рентгеновских пульсаров в двойных
системах) имеет достаточно богатую историю и хорошо разработанные методи­
ки. Тепловое излучение от компактных объектов рассматривалось в большом
количестве работ (см., напр., [73] без учета эффектов общей теории относитель­
ности (ОТО) и [14; 20; 123—125] с учетом красного смещения и искривления
траекторий фотонов вблизи компактного объекта). В настоящей главе наблюда­
тельные проявления от рассчитанных распределений температуры исследуются
в рамках простой локально-чернотельной модели излучения, что является до­
статочно хорошим приближением для объектов типа ”Великолепной Семерки”.
Поток энергии принимаемого детектором излучения в Ньютоновском прибли­
жении может быть записан в следующем виде:

𝑑𝐹 =
2π

𝑐2ℎ3

𝑅2
𝑁𝑆

𝐷2

[︂ ∫︁
cos θ>0

𝑑𝑆 cos θ𝐼𝐸(𝐸,𝑇 (θ,φ))

]︂
×

×𝐸3 exp−𝑁𝐻σ(𝐸)𝐴(𝐸)𝑑𝐸𝑑𝑡,

(1.20)

где 𝐼𝐸 =
(︀
exp

(︀
𝐸

𝑘𝐵𝑇

)︀
−1

)︀−1 – Планковская функция распределения, 𝐸 – энергия
фотона, θ и φ – полярный и азимутальный углы, соответственно. Величина
𝐷 определяет расстояние от НЗ до точки наблюдения, 𝐴(𝐸) – эффективная
площадь детектора. В данной работе мы не рассматриваем свойства детектора
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и предполагаем, что он имеет единичную площадь. Межзвездное поглощение
учтено при помощи члена exp (−𝑁𝐻σ(𝐸)), где 𝑁𝐻 – концентрация водорода
на луче зрения между НЗ и наблюдателем, а σ(𝐸) – эффективное сечение
поглощения [126]. В рамках данной работы рассматривается 𝑁𝐻 = 1020𝑐𝑚−2.
Выражение в квадратных скобках в (1.20) должно быть проинтегрировано по
площади наблюдаемого полушария, после чего величина 𝑑𝐹 интегрируется по
диапазону энергий регистрируемых фотонов для получения зависящей от фа­
зы вращения кривой блеска.

Эффекты ОТО являются существенными при рассмотрении теплового из­
лучения с поверхности НЗ. Строгая релятивистская теория распространения
света вблизи компактных объектов была разработана в работе [123]. В услови­
ях вблизи НЗ эффекты ОТО проявляются за счет красного смещения энергии
фотона, а также искажения его траектории от прямолинейной. Первый эф­
фект приводит к эффективному уменьшению энергии кванта для удаленного
наблюдателя, а второй эффект проявляется в том, что для бесконечно далекого
наблюдателя будет видно более половины поверхности НЗ. Так, световой луч,
выходящий с поверхности НЗ под углом θ′ к нормали к данной поверхности,
искривит свою траекторию, и на бесконечности для наблюдателя угол будет
равен θ > θ′. В этом случае эффективный радиус НЗ будет больше реального.
Простая, но достаточно точная аппроксимация соотношения углов θ и θ′ была
предложена в статье [127]:

1− cos θ′ = (1− cos θ)(1− 𝑥𝑔), (1.21)

где 𝑥𝑔 = 2𝐺𝑀𝑁𝑆

𝑐2𝑅𝑁𝑆
– гравитационный радиус НЗ. С учетом описанных эффектов,

поток энергии, регистрируемый единицей площади детектора может быть за­
писан в следующем виде:

𝑑𝐹 =
2π

𝑐2ℎ3

𝑅2
𝑁𝑆∞
𝐷2

[︂ ∫︁
cos θ′>0

𝑑𝑆 cos θ′𝐼𝐸(𝐸∞(1− 𝑥𝑔)
−1/2,𝑇 )

]︂
×

×𝐸3
∞ exp−𝑁𝐻σ(𝐸∞)𝐴(𝐸∞)𝑑𝐸∞𝑑𝑡∞.

(1.22)

В выражении выше 𝐸∞ = 𝐸
√︀
1− 𝑥𝑔 – энергия с учетом гравитационного крас­

ного смещения, а эффективный радиус НЗ 𝑅𝑁𝑆∞ = 𝑅𝑁𝑆/
√︀

1− 𝑥𝑔. Выражение
𝑑𝑡∞ = 𝑑𝑡/

√︀
1− 𝑥𝑔 отвечает замедлению времени около НЗ. Выражение для θ′
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Таблица 5 — 𝑀𝑃𝐹 (%), отвечающие двухпиковым кривым блеска,
представленным на Рис.1.13.

β = 0.75 β = 0.50 β = 1.00

Θ𝑏 = 60𝑜 Θ𝑏 = 45𝑜 Θ𝑏 = 30𝑜

диполь 5.1 4.2 3.1
Случай 1 4.2 4.9 6.8
Случай 2 14.2 17.2 9.1

определено формулой (1.21), и интегрирование выражения в квадратных скоб­
ках проводится по поверхности видимой части НЗ. Рассматривается диапазон
энергий детектора EPIC-pn на орбитальном рентгеновском телескопе XMM­
Newton, для которого 𝐸𝑚𝑖𝑛 = 0.15 КэВ и 𝐸𝑚𝑎𝑥 = 1.5 КэВ.

Во время наблюдения теплового излучения от вращающейся НЗ возника­
ют пульсации наблюдаемого потока излучения. Чтобы измерить их силу, введем
т.н. максимум пульсаций (maximum pulsed fraction – 𝑀𝑃𝐹 ):

𝑀𝑃𝐹 =
𝐹𝑚𝑎𝑥 − 𝐹𝑚𝑖𝑛

𝐹𝑚𝑎𝑥 + 𝐹𝑚𝑖𝑛
, (1.23)

где 𝐹𝑚𝑎𝑥 и 𝐹𝑚𝑖𝑛 – значения максимального и минимального потоков энергии,
соответственно (потоки числа фотонов могут быть рассмотрены аналогичным
образом).

1.7.2 Результаты расчетов

В отсутствие квадрупольной компоненты наблюдаемые пульсации излу­
чения являются синусоподобными и симметричными, а кривая блеска может
быть или двухпиковой (оба магнитных полюса видны) или однопиковой (виден
один прецессирующий полюс). Введем здесь два угла, характеризующие кривую
блеска – угол между осью вращения НЗ и осью диполя α𝑑 и угол между осью
вращения и линией зрения наблюдателя ζ. Как было отмечено в работе [73] без
учета эффектов ОТО, для дипольного магнитного поля в НЗ, при α𝑑+ζ ⩽ π/2



44

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

phase

0.065

0.07

0.075

0.08

0.085

0.09

ke
v/

cm
2
/s

ec

T
core

=5·107K, B
pd

=1013G, β=0.75, Θ
b
=60o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

phase

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

ke
v/

cm
2
/s

ec

T
core

=2·108K, B
pd

=1013G, β=0.50, Θ
b
=45o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

phase

155

160

165

170

175

180

185

190

ke
v/

cm
2
/s

ec

T
core

=1·109K, B
pd

=1013G, β=1.00, Θ
b
=30o

Рисунок 1.13 — Кривые блеска для разных 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒,β и Θ𝑏 (распределения с
Рис.1.11,1.12)для ортогонального ротатора (α𝑑 = ζ = π/2). Синие линии

соответствуют случаю, когда магнитные оси и ось вращения лежат в одной
плоскости. Красные линии соответствуют случаю α𝑞 = α𝑑, т.е. когда обе

магнитные оси видны наблюдателю. Сплошные черные линии соответствуют
кривым блеска для чисто дипольного поля, а пунктирная черная линия

соответствует кривой блеска для Случая 2, но без учета эффектов
искривления лучей вблизи НЗ.

форма кривой блеска однопиковая, а в противном случае представлены два пи­
ка. Эффекты ОТО приводят к тому, что это условие становится более строгим
[124], и в результате однопиковые кривые начинают доминировать. Включение
квадрупольной компоненты добавляет в систему еще одну степень свободы в
пространство углов, характеризующих кривую блеска, что делает полный ана­
лиз конфигураций намного более сложным. Ввиду этого, мы рассматриваем два
предела – случай, при котором все три оси (диполя, квадруполя и вращения)
находятся в одной плоскости (Случай 1); и случай, когда обе магнитных оси ди­
поля и квадруполя могут находиться на луче зрения удаленного наблюдателя
(Случай 2) таким образом, что α𝑑 = α𝑞, где α𝑞 – угол между осью квадруполя
и осью вращения (например, обе магнитных оси находятся на экваторе по отно­
шению к оси вращения, соединяющей полюса). Также мы принимаем α𝑑 = ζ,
если в тексте явно не указано другое.
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На Рис.1.13 представлены кривые блеска для ортогонального ротатора
(α𝑑 = ζ = π/2) для разных распределений температуры из предыдущего разде­
ла для Случаев 1 и 2 (синие и красные кривые), а также для чисто дипольных
конфигураций (черные линии). Когда все три оси находятся в одной плоскости
(Случай 1), основной индикатор присутствия квадрупольной компоненты имеет
следующий вид. В отсутствие второго пояса (β <∼ 1) в распределении темпе­
ратуры поверхности (верхние два рисунка) форма кривой блеска изменяется
незначительно. По сравнению с дипольным полем, изменение формы связано
с уширением одного пика и сужением второго, что соответствует двум разным
горячим частям поверхности на магнитных полюсах. Величина 𝑀𝑃𝐹 незначи­
тельно растет по сравнению с чисто дипольным случаем. Так, для модели НЗ
с параметрами β = 0.75, 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 5 · 107𝐾, Θ𝑏 = π/3 величина 𝑀𝑃𝐹 достигает
5.1%,в то время как для случая β = 0 величина 𝑀𝑃𝐹 = 4.2% (первое изоб­
ражение на Рис.1.13). Таблица 5 дает информацию об изменении максимума
пульсаций для разных случаев. Форма пиков на кривой блеска для Случая 1
остается симметричной, поскольку распределение температуры является чет­
ным по отношению к секущей плоскости, проходящей через ось вращения и
магнитные оси компонент. Третий график Рис.1.13 отвечает случаю сильного
квадрупольного поля, когда возникает второй холодный пояс. Здесь, вместо вто­
рого пика на кривой блеска имеется провал, за счет чего максимум пульсаций
излучения вырастает в ∼ 2 раза по сравнению с чистым диполем, оставаясь
достаточно слабыми.

Более интересная ситуация представлена в Случае 2 (красные кривые) –
симметрия отдельных импульсов на кривой блеска нарушается, и кривая мо­
жет иметь различные формы. Более того, пульсации также могут существенно
усилиться по сравнению с дипольным полем – так, например, при учете квад­
рупольной компоненты MPF увеличивается с 4% до 17% на графике с верхней
панели Рис.1.13. Схожие черты с красной линией на данном рисунке имеет
профиль источника RX J0420.0-5022 [128], наблюдаемого обсерваторией XMM­
Newton, что может говорить о наличии несоосных мультиполей в конфигурации
магнитного поля данной НЗ. В упомянутом источнике имеется достаточно вы­
сокая степень пульсаций 𝑀𝑃𝐹 = 14.2, а черты на кривой блеска имеют схожие
качественные особенности с полученной синтетической кривой в данной рабо­
те. Стоит также отметить, что синтетические кривые имеют два пика без учета
эффектов искривления траекторий распространения лучей, в то время как с
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Рисунок 1.14 — Однопиковые (α𝑑 = ζ = π/4) кривые блеска для случая, когда
все оси находятся в одной плоскости для разных углов квадрупольной оси к

оси вращения для распределения с параметрами 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 = 2 · 108𝐾, 𝐵𝑝𝑑 = 1013𝐺,
β = 0.50 и Θ𝑏 = 45𝑜 (Рис.1.11). Черные линии соответствуют чистому диполю.

Цветные линии отвечают разным положениям квадрупольной компоненты:
Синие (α𝑞 = π/2) и желтые (α𝑞 = 0) отвечают ”меньшему” полюсу, а красные

(α𝑞 = π/2) и фиолетовые (α𝑞 = π/2) отвечают ”большему” полюсу.

учетом эффектов ОТО, меньший пик ”замазывается” и сливается с большим
пиком, и в результате наблюдается однопиковый профиль на кривой блеска.
Пунктирная двухпиковая кривая на Рис. 1.13 соответствует случаю плоского
пространства-времени, иллюстрируя данный эффект.

Далее мы рассмотрели эффект наличия несоосного с дипольным квадру­
польного поля на однопиковых кривых блеска, т.е. в случае, когда для чисто
дипольной конфигурации видна только одна из двух горячих областей. Здесь
также рассмотрены два предела, как и для двухпиковых конфигураций – Слу­
чаи 1 и 2, отвечающие положению всех осей в одной плоскости и α𝑑 = α𝑞,
соответственно. На Рис.1.14 синтетические кривые блеска представлены для
Случая 1 для различных положений квадрупольного поля при α𝑑 = ζ = π/4.
По сравнению с чисто дипольным случаем (черная линия), наличие квадру­
польной компоненты приводит к тому, что необходимо рассматривать 4 случая
положения квадрупольного поля по отношению к наблюдателю. Квадруполь­
ное поле приводит к тому, что одна из горячих шапок становится эффективно
”меньше” (в той части НЗ, где дипольное поле направлено от поверхности к яд­
ру), в то время как вторая шапка остается такой же либо увеличивается за счет
смещения холодного пояса (см. [20], а также предыдущий раздел), ввиду чего



47

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

phase

0.066

0.068

0.07

0.072

0.074

0.076

0.078

0.08

0.082

0.084

0.086

ke
v/

cm
2
/s

ec

T
core

=5·107K, B
pd

=1013G, β=0.75, Θ
b
=60o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

phase

3.2

3.4

3.6

3.8

4

4.2

4.4

4.6

ke
v/

cm
2
/s

ec

T
core

=2·108K, B
pd

=1013G, β=0.50, Θ
b
=45o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

phase

160

165

170

175

180

185

190

ke
v/

cm
2
/s

ec

T
core

=1·109K, B
pd

=1013G, β=1.00, Θ
b
=30o

Рисунок 1.15 — Кривые блеска для различных 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒,β и Θ𝑏 при α𝑑 = ζ = π/4

и α𝑞 = α𝑑 (распределения с Рис.1.11,1.12). синие линии соответствуют случаю,
когда виден только ”меньший” полюс, а красные – случаю, когда виден

только ”больший”. Черные линии отвечают кривой блеска для НЗ с
дипольным полем.

разные горячие полярные области становятся различимы. Дополнительно, при
Θ𝑏 ̸= 0 возникают еще два варианта положения квадрупольной компоненты, со­
ответствующие α𝑞 > α𝑑 и α𝑞 < α𝑑. Все кривые блеска для Случая 1 являются
симметричными, а также совпадающими топологически с кривыми для диполь­
ного поля. Единственное отличие от дипольных кривых блеска – это усилие
𝑀𝑃𝐹 для случая, когда виден меньший горячий полюс. Самое сильное уве­
личение пульсаций достигает 14.7% по сравнению с 𝑀𝑃𝐹 = 4.2% для чистого
диполя. Для видимого большего полюса результаты практически не отличаются
от дипольного поля. Таким образом, при данном положении полей нельзя сде­
лать однозначных оценок о наличии недипольного поля только по росту 𝑀𝑃𝐹 ,
поскольку пульсации могут быть усилены также и другими физическими про­
цессами, такими, как, например, наличием линии поглощения в атмосферном
спектре НЗ (см. работу [13], в которой анализировались данные недавно откры­
той тепловой компоненты излучения от пульсара PSR J0726-2612, и где было
также показано, что ввиду наличия линии поглощения в кривой блеска есть
сильные пульсации с высоким значением 𝑀𝑃𝐹 ).
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Таблица 6 — Значения 𝑀𝑃𝐹 (%), отвечающие однопиковым кривым блеска
из Рис.1.15 для дипольного поля (черные линии на графиках), а также для
”большего” (красные линии) и ”меньшего” (синие линии) полюсов при
наличии квадрупольной компоненты.

β 0.75 0.50 1.00

Θ𝑏 60𝑜 45𝑜 30𝑜

диполь 5.1 4.2 3.1
”больший” полюс 10.0 13.8 7.4
”меньший” полюс 6.1 8.69 5.1

На Рис.1.15 представлены синтетические кривые блеска для Случая 2, в
котором синие кривые отвечают меньшему полюсу, а красные – большему. В
обоих случаях пульсации усиливаются, см. Таблицу 6 со значениями 𝑀𝑃𝐹 по
сравнению с чистым диполем. Когда холодный пояс в распределении темпера­
туры только один, одна из сторон пика на кривой блеска выглядит близкой к
прямой линии для ситуации когда виден меньший горячий полюс, в то время
как кривая принимает неправильную форму в случае, когда виден больший
полюс при достаточно больших углах Θ𝑏 = π/3. Наличие линейной черты
на кривой блеска может сделать квадрупольное поле различимым для наблю­
дения. Для НЗ с сильным квадрупольным полем при возникновении второго
холодного пояса минимум на кривой блеска существенно смещается от центра,
если максимумы энергии на границах с координатами фазы вращения 0 и 1

(синяя линия на нижней панели Рис.1.15), что приводит к более резкому на­
клону линейной части кривой блеска и формированию ”перекоса”. Магнитные
конфигурации такого типа могут быть присущи объекту RX J0806.4-4123 (см.
Рис.4 в работе [128]).

Последняя ситуация выражена более явно, когда α𝑑 ̸= ζ. Хотя ранее для
простоты рассматривалось α𝑑 = ζ, такое ограничение является искусственным,
и некоторые типы кривых блеска могли быть упущены из рассмотрения. На­
пример, мы рассчитали кривую блеска для различного положения осей диполя
и наблюдения (Рис.1.16). Такой случай может приводить к существенно несим­
метричному пику на кривой блеска, в котором 65 − 70% зависимости потока
излучения от фазы вращения описывается практически линейной функцией.
Такая черта на кривой блеска может отвечать наличию второй холодной об­
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Рисунок 1.16 — Кривая блеска для распределения температуры с сильным
квадрупольным полем β = 1 из Рис.1.12 при не одинаковых углах зрения и

дипольного поля к оси вращения. Угол зрения равен ζ = 45𝑜, а углы
магнитных осей по отношению к оси вращения α𝑑 = 63.5𝑜, α𝑞 = 45𝑜.

ласти на поверхности НЗ, что соответствует наличию сильной недипольной (в
данном случае – квадрупольной) компоненты в конфигурации поля.

Отметим, что в данной работе мы не утверждаем, что синтетические кри­
вые блеска аппроксимируют все особенности наблюдаемых кривых источников
RX J0420 и RX J0806, поскольку мы рассмотрели только несколько распреде­
лений температуры и не учитывали возможные дополнительные процессы с
излучением в атмосфере НЗ, такие, как, например, широкая линия поглощения
на ионной циклотронной частоте. Учет атмосферных эффектов был проделан
в работе [14] на большой выборке модельных распределений температуры с
соосными дипольным и квадрупольным полями в рамках популяционного ана­
лиза. Однако, рассчитанные здесь синтетические кривые блеска имеют схожие
черты с упомянутыми источниками. Также рассмотренная здесь модель есте­
ственным образом приводит к появлению не диаметрально противоположных
горячих шапок, которые, по-видимому, имеются в источнике RX J0720. Для
построения кривых, фитирующих реальные данные наблюдений, необходимо
проводить популяционный анализ на большой выборке расчетных распреде­
лений температуры, как это было проделано в [14]. Однако, для трехмерных
расчетов это может быть очень вычислительно затратно.
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1.8 Заключение к Главе 1

В данной главе изложены основные методы и приближения для постро­
ения численной модели тепловой структуры в коре и внешней оболочке НЗ
с магнитным полем. Используется трехмерная модель без предположения об
осевой симметрии магнитного поля. Алгоритм разделяет внешние слои НЗ на
кору, где решается трехмерное уравнение переноса, и оболочку, для которой
построена одномерная локальная модель тепловой структуры, учитывающая
анизотропный перенос тепла вырожденными электронами и излучением с
учетом процессов Томсоновского рассеяния, свободно-свободных и свободно­
связанных переходов при наличии магнитного поля. Модель тонкой оболочки
встраивается в граничное условие излучения на внешней границе коры, а темпе­
ратура ядра, ввиду его большой теплопроводности, предполагается постоянной.
В предположении о медленном охлаждении нейтронной звезды можно рассмат­
ривать серию моделей со стационарными распределениями температуры, меняя
температуру ядра, ввиду чего получается краевая задача (1.17), (1.18), числен­
ный алгоритм решения которой также представляет самостоятельный интерес.

В данной главе изложено развитие численного метода опорных операторов
на трехмерный случай. Получены сеточные аналоги основных дифференциаль­
ных операторов векторного анализа на трехмерной неструктурированной сетке,
состоящей из тетраэдров. Операторно-разностный подход позволяет естествен­
ным образом проводить дискретизацию разностных уравнений, используя дис­
кретные аналоги основных дифференциальных операторов векторного анализа,
при этом свойства самих исходных операторов (сопряженность дивергенции и
градиента, равенство нулю дивергенции от ротора, самосопряженность и знако­
определенность оператора Лапласа и пр.) сохраняются и в дискретном случае.
Данный метод использован нами для построения численной трехмерной модели
анизотропного переноса тепла в коре и внешней оболочке замагниченной НЗ.
Итоговая нелинейная краевая задача решается с использованием метода Нью­
тона для дискретизованного уравнения теплопроводности на сетке. В качестве
тестовых расчетов рассмотрены конфигурации для НЗ с дипольным магнит­
ным полем, генерируемым в ядре, а также проведено сравнение результатов с
работами других авторов. Дополнительно рассмотрена НЗ с квадрупольным по­
лем, а также с суперпозицией дипольного и квадрупольного полей. Комплекс
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программ имеет модульную структуру, и его можно достаточно просто адап­
тировать под другие коэффициенты переноса/модели внешних оболочек НЗ,
а также конфигурации магнитного поля, описанные в литературе (см., напр.,
обзор [21]).

Приведены результаты исследований трехмерных эффектов, которые воз­
никают при анизотропном переносе тепла во внешних слоях НЗ при наличии
неосесимметричного магнитного поля. Были рассмотрены простейшие конфигу­
рации с дипольными и квадрупольными полями, генерируемыми в центре НЗ.
Проведено самосогласованное решение трехмерного уравнения переноса тепла
с тензорным коэффициентом теплопроводности в коре НЗ. Рассмотрены слу­
чаи разных углов наклона и отношения индукций мультиполей друг к другу.
Для рассчитанных распределений температуры были построены синтетические
тепловые кривые блеска в локально-чернотельном приближении с учетом эф­
фектов ОТО, связанных с распространением излучения от компактного объекта
до удаленного наблюдателя. Основная цель данного исследования – выявить
качественные особенности на кривых блеска, присущие наличию неосесиммет­
ричного магнитного поля в НЗ. Наличие несоосной к дипольной квадрупольной
компоненты магнитного поля может привести к существенному усилению пуль­
саций наблюдаемого теплового излучения, а также к искривлению пиков на
кривой блеска и возникновению практически линейных отрезков на ней. Выде­
ленные здесь черты присущи наблюдательным данным от объектов RX J0420,
RX J0720 и RX J0806, что может свидетельствовать о наличии сложной несо­
осной структуры магнитного поля в этих НЗ. Особенности на кривых блеска,
полученные для несоосных мультиполей, не совпадают с таковыми для чистого
диполя (генерируемого в ядре или в коре) или для диполя при наличии силь­
ной тороидальной компоненты [12; 15], расширяя ”зоопарк” наблюдательных
проявлений от излучающих в тепловом диапазоне одиночных НЗ.

Дополнительно, разработанный комплекс программ можно использовать
для самосогласованного моделирования теплового излучения НЗ с произвольно
заданным магнитным полем без каких-либо предположений о его симметриях,
используя расчетные данные для сравнения с данными наблюдений тепловых
одиночных рентгеновских источников и проверки различных гипотез о конфи­
гурации магнитного поля НЗ.
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Глава 2. Численные методы для моделирования астрофизических
МГД-течений с использованием явных и полунеявных

конечно-объемных подходов

2.1 Численная конечно-объемная схема для уравнений газовой
динамики

В данной главе рассмотрены численные методы для моделирования аст­
рофизических течений при помощи метода конечного объема с использованием
достаточно распространенных явных методов Годуновского типа, а также полу­
неявного подхода с неявным учетом акустических волн. Уравнения идеальной
нерелятивистской газовой динамики могут быть записаны в следующей консер­
вативной форме в виде законов сохранения массы, импульса и энергии [129]

𝜕𝑡ρ+∇ · (ρv) = 0,

𝜕𝑡(ρv) +∇ · (ρvv+ 𝑃𝐼) = −ρf,
𝜕𝑡𝐸 +∇ · ((𝐸 + 𝑃 )v) = −ρ(v · f).

(2.1)

В системе выше ρ – плотность газа, v – его скорость, 𝐸 = ρ𝑒𝑡ℎ+ρ
v2
2 – плотность

полной энергии, в которой 𝑒𝑡ℎ – удельная тепловая энергия, а 𝑃 – давление газа.
𝐼 – единичный тензор. Вектор f обозначает внешнюю силу на единицу массы.
Для дальнейшего решения систему уравнений газовой динамики необходимо
дополнить начальными и граничными условиям, а также уравнением состояния
вещества в форме 𝑃 = 𝒫(ρ,𝑇 ), 𝑒𝑡ℎ = ℰ(ρ,𝑇 ), где 𝑇 – температура газа. Система
уравнений выше может быть записана в форме векторного закона сохранения:

𝜕𝑡U+∇ · F = S. (2.2)

Здесь U – вектор сохраняющихся величин [ρ, ρv, 𝐸], F = [ρv, ρvv+𝑃𝐼, (𝐸+𝑃 )v]
– потоки сохраняющихся величин, S – вектор правых частей. Система выше
описывает уравнения газовой динамики в форме векторного дифференциаль­
ного закона сохранения. Данные уравнения могут быть проинтегрированы по
некоторому объему 𝑉 с использованием теоремы Остроградского-Гаусса для
дивергенции потоков:

𝜕𝑡

∫︁
𝑉

U𝑑𝑉 +

∮︁
𝜕𝑉

F · dS =

∫︁
𝑉

S𝑑𝑉. (2.3)



54

Построим для интегрального закона (2.3) численную схему на основе мето­
да конечного объема. Для этого введем в конечной области пространства сетку
из ячеек, объемы которых не перекрываются. Дополнительно необходимо за­
дать связи между ячейками (задать индексы соседствующих ячеек), а также
ввести площади граней между ячейками 𝑆 и нормали к граням n. Также вве­
дем средние по ячейкам вида

𝑈𝑖 =
1

𝑉𝑖

∫︁
𝑉𝑖

U𝑑𝑉, (2.4)

где интеграл берется по объему ячейки с индексом 𝑖, 𝑉𝑖 – ее объем. Можно
получить проинтегрированный по объему закон эволюции среднего значения
по ячейке в следующей форме:

𝜕𝑡(𝑈𝑖) +
1

𝑉𝑖

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗n𝑖𝑗 · F𝑖𝑗(𝑈) = 𝑆𝑖, (2.5)

где 𝑉𝑖 – это объем ячейки, 𝑆𝑖𝑗 – площадь грани между соседствующими ячейка­
ми с индексами 𝑖 и 𝑗, и 𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖 – это количество граней (для однородной сетки
это единица, а для сетки с вращением, как правило, у ячейки имеется по одному
соседу на каждой азимутальной грани и по два соседа на радиальных сторонах
и в 𝑧/θ направлении, см. след. раздел этой главы).

В случае, когда уравнения газовой динамики решаются в подвижной си­
стеме отсчета методом конечного объема, теорема Гаусса должна применяться
к подвижному элементу. Тогда для любой из сохраняющихся величин в урав­
нении (2.2) закон сохранения имеет вид:

𝜕𝑡𝑈 +∇ · (𝐹 − w𝑈) = 𝑆, (2.6)

Где w – скорость системы отсчета. Численная аппроксимация уравнений выше
имеет следующую форму [98—100]:

𝜕𝑡(𝑈𝑖) +
1

𝑉𝑖

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗(F𝑖𝑗,𝑈 −w𝑖𝑗𝑈𝑖𝑗) = 𝑆𝑖, (2.7)

где w𝑖𝑗 – скорость грани ячейки. Используя различные временные веса для
расчетных величин, входящих в потоки 𝐹 , а также различные порядки аппрок­
симации величин в ячейках и на гранях, можно строить различные численные
схемы, основанные на аппроксимации методом конечного объема. Так, при
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аппроксимации всех величин в потоках 𝐹 на нижнем слое по времени, возни­
кающие системы уравнений решаются тривиально, однако допустимый шаг по
времени в расчетах будет ограничен. Использование же всех величин на верх­
нем слое приведет к решению очень сложной системы нелинейных уравнений
на каждом шаге, однако ограничения на временной шаг будут сняты.

2.1.1 Структура расчетной сетки

Использование сферических и цилиндрических геометрий является весь­
ма естественным в астрофизической гидродинамике, поскольку множество
астрофизических явлений в первом приближении обладают сферической или
осевой симметрией. Кроме того, сохранение углового момента проще всего до­
стигается именно в таких типах геометрий. В этом разделе мы кратко опишем
процедуру построения сетки.

Как известно, для всех явных численных схем для моделирования сплош­
ной среды есть ограничение сверху на допустимый шаг по времени при расчете
(условие Куранта-Фридрихса-Леви, далее КФЛ, [87]), возникающее ввиду того,
что возмущения, описываемые бегущими в среде волнами, не должны прохо­
дить за шаг по времени расстояние большее, чем линейные размеры одной
расчетной ячейки. В противном случае схема будет экстраполировать числен­
ное решение за физически допустимую область влияния, что приводит к хорошо
известной численной неустойчивости. Хотя даже цилиндрическая геометрия
может обладать достаточно жестким условием КФЛ для максимально допусти­
мого временного шага в ввиду сходящихся ячеек в азимутальном направлении,
использование равномерной сетки в сферических координатах, удобных при мо­
делировании сверхновых, иногда может быть еще более проблематичным из-за
кривизны в направлении угла θ. Условие КФЛ для явной газодинамической
схемы на равномерной сферической сетке выглядит следующим образом:

Δ𝑡𝐻𝐷 = 𝐶𝐶𝐹𝐿min

(︂
Δ𝑟

|𝑣𝑟|+ 𝑐𝑠
,

𝑟Δθ

|𝑣θ|+ 𝑐𝑠
,
𝑟 sin θΔφ

|𝑣φ|+ 𝑐𝑠

)︂
, (2.8)

где минимум берется по всем направлениям ячейки. В приведенном выше вы­
ражении, v = (𝑣𝑟,𝑣θ, 𝑣φ) - скорость газа, 𝑐𝑠 - скорость звука, и 𝐶𝐶𝐹𝐿 < 1 -
постоянное число Куранта. В числителях дробей в (2.8) представлены линейные
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размеры ячейки для радиального, латерального и азимутального направлений,
соответственно. При 𝑟 ∼ Δ𝑟 (центр ячейки) и/или sin θ ∼ Δθ (ось) времен­
ной шаг должен быть значительно уменьшен из-за очень малого соотношения
сторон ячеек. Ошибки дискретизации в сходящихся ячейках также могут рас­
ти. Чтобы предотвратить это, необходимо применить процедуру разрежения
сетки в угловых направлениях для достижения соотношения сторон ячейки
порядка единицы. В разработанном коде мы используем древовидную сетку в
латеральном и азимутальном направлениях, аналогичную описанной в статье о
коде 𝐹𝑂𝑅𝑁𝐴𝑋 [35]. На Рис. 2.1 показаны двумерное сечение и поверхность
трехмерной древовидной сетки в сферических координатах со смещенными
на случайную фазу ячейками в азимутальном направлении. Процедуры раз­
режения сетки позволяет смягчить условие КФЛ для явной схемы, делая его
зависимым фактически только от радиального разрешения [35]. В цилиндриче­
ских координатах также проводится аналогичная процедура разрежения сетки
в азимутальном направлении. Отметим, что также возможно определить разре­
шение по φ как произвольную функцию от (𝑟,θ) в сферических координатах и
от (𝑅,𝑧) в цилиндрической геометрии. Для полунеявного метода с подвижной
сеткой (см. ниже) разрежение сетки в азимутальном направлении не увеличива­
ет максимальный допустимый временной шаг для газовой динамики, и данную
процедуру можно избежать. Однако, в случае МГД, разрежение сетки около
оси может сделать расчет более эффективным как для явного, так и для полу­
неявного подхода из-за наличия альфвеновской скорости в условии КФЛ для
полунеявного МГД-метода [95] и быстрой магнитозвуковой скорости для яв­
ной схемы.

Для моделирования течений с крупномасштабным вращением, таких, как
аккреционные диски и МР-сверхновые, используется подход, в котором сет­
ка описывается как набор азимутально движущихся колец с фиксированными
(𝑟,θ) или (𝑅,𝑧), в сферической или цилиндрической геометрии, соответствен­
но. Хотя каждому кольцу разрешено двигаться с произвольной азимутальной
скоростью, скорость кольца по умолчанию выбирается как арифметическое
среднее азимутальных скоростей всех ячеек кольца. В цилиндрической геомет­
рии это выглядит следующим образом:

𝑤φ𝑖𝑅,𝑗𝑍 =
1

𝑁φ
𝑖𝑅,𝑗𝑍

𝑁φ
𝑖𝑅,𝑗𝑍∑︁
𝑘=1

(𝑣φ)𝑖𝑅,𝑗𝑍 ,𝑘, (2.9)
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Рисунок 2.1 — 2D сечение с включением оси (слева) и 3D поверхность
(справа) древовидной сетки с разрешением

𝑁𝑟 ×max𝑁θ ×max𝑁φ = 128× 128× 128 ячеек.

где 𝑖𝑅 и 𝑗𝑍 - индексы координат 𝑅 и 𝑍, а 𝑘 - азимутальный индекс.
Для расчетов методом конечного объема с подвижной сеткой ее струк­

тура должна пересчитываться на каждом временном шаге, т.е. для каждой
грани необходимо определить её площадь, азимутальную координату и индексы
соседних ячеек. Для подвижной сетки в цилиндрической геометрии эта проце­
дура четко описана в [98]. Расширение на сферическую геометрию является
тривиальным.

2.1.2 Явная численная схема для уравнений газовой динамики

Введем аппроксимацию временной производной с временным шагом Δ𝑡 и
первым порядком точности по времени

(𝑈)𝑡 =
𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛

Δ𝑡
, (2.10)

где индексы 𝑛 и 𝑛+ 1 соответствуют временным слоям с временами 𝑡 и 𝑡+Δ𝑡,
соответственно. Тогда, с первым порядком точности, аппроксимируя все величи­
ны в потоках 𝐹 на нижнем слое по времени, можно получить аппроксимацию
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искомой системы уравнений (2.1):

(𝑈𝑖)𝑡 +
1

𝑉𝑖

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗n𝑖𝑗 · F𝑛
𝑖𝑗(𝑈) = 𝑆𝑛

𝑖 , (2.11)

поскольку все величины кроме искомой 𝑈𝑛+1
𝑖 нам известны, такие методы носят

название явных по времени схем. Для решения уравнений газовой динамики
явной схемой метода конечного объема стандартным подходом является ис­
пользование метода Годунова [82] с приближенным решением задачи о распаде
разрыва (задачи Римана). Основная идея данного подхода состоит в интерпре­
тации усредненных по ячейкам состояний среды (2.4), ограниченных гранями
ячеек, как начальных данных для задачи Римана о распаде произвольного раз­
рыва в газовой динамике. Задача Римана состоит в том, что рассматриваются
два произвольных состояния газа слева и справа от некоторой поверхности,
которая представляет собой перегородку между ними. В начальный момент
времени перегородка убирается, и возникает разрывное состояние. Ввиду того,
что состояния газа произвольные, они не удовлетворяют законам сохранения
в форме (2.1), и разрыв распадается на композицию разрывов, которые уже
удовлетворяют законам сохранения. Применительно к численному моделиро­
ванию, в каждый новый шаг по времени грани ячеек рассматриваются как
перегородки в задачах о распаде разрыва, ввиду чего, решив задачу Римана,
можно получить состояние газа на грани между ячейками и использовать его
для построения численного потока. Чтобы задачи Римана на каждой грани
были независимы на шаге по времени, возникает также ограничение на времен­
ной шаг типа КФЛ, описанное в предыдущем разделе. В решении возможно
возникновение трех типов нелинейных волн, соответствующих в одномерной
газодинамике двум звуковым и одной энтропийной модам. Для звуковых мод
возможны ударные волны и волны разрежения, для энтропийной – контакт­
ные/тангенциальные разрывы [29; 129]. Пример структуры решения задачи о
распаде разрыва в газовой динамике представлен на Рис. 2.2.

Решение задачи Римана для газовой динамики можно найти аналити­
чески, однако, оно является довольно громоздким, ввиду чего придумано
множество различных подходов, основанных на расщеплении потока [130] на
адвекцию и акустику, на локальной линеаризации уравнений и использовании
точного решения задачи о распаде разрыва в акустике (метод Роу, [131]), а так­
же методы основанные на использовании приближенной волновой структуры
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Рисунок 2.2 — Пример структуры решения задачи о распаде разрыва в
газовой динамике. Из разрыва между состояниями 𝑈𝐿 и 𝑈𝑅 формируются три

нелинейных волны – волна разрежения 𝑅𝑊 , распространяющаяся влево,
ударная волна 𝑆𝑊 , распространяющаяся вправо, а также контактный разрыв,

движущийся вправо вместе с веществом 𝐶𝐷 между ними.

при решении задачи Римана [29]. Наиболее популярен в настоящее время по­
следний подход. В рамках подхода 𝐻𝐿𝐿 (по фамилиям авторов – Harten, Lax,
van Leer) предполагается, что при решении задачи о распаде разрыва возможно
образование только сильных разрывов – ударных волн. Данный подход явля­
ется очень простым и эффективным при моделировании различных течений,
однако он страдает от того, что не разрешает контактные разрывы, которые
зачастую замазываются на практике схемной вязкостью метода. Для борьбы
с этой проблемой в работе [132] разработан метод 𝐻𝐿𝐿 − 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑎𝑐𝑡 (𝐻𝐿𝐿𝐶),
учитывающий образование контактных разрывов в задаче Римана. В нашем
комплексе программ реализованы методы 𝐻𝐿𝐿 и 𝐻𝐿𝐿𝐶.

В случае подвижной системы координат сеточный закон изменения вели­
чины 𝑈 в ячейке с индексом ”𝑖” имеет следующую форму [98—100]:

(𝑈𝑖)𝑡 +
1

𝑉𝑖

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗(F
𝑛
𝑖𝑗,𝑈 −w𝑖𝑗𝑈

𝑛
𝑖𝑗) = 𝑆𝑛

𝑖 . (2.12)

В выражении выше потоки на гранях ячеек F𝑖𝑗,𝑈 рассчитываются в системе от­
счета грани, движущейся со скоростью w𝑖𝑗, а 𝑈𝑖𝑗 – это интерполированная на
грань ячейки консервативная величина. Для построения явных схем со вторым
порядком, как это было проделано в работах [98—100], потоки F𝑖𝑗,𝑈 рассчитыва­
ются при помощи решения задачи о распаде произвольного разрыва в системе
грани для кусочно-линейно интерполированных величин (см. следующий раз­
дел). Удобные для программирования выражения для потоков в подвижной
системе координат могут быть найдены в работе [133] для газовой динамики и
МГД, использующие подходы вида 𝐻𝐿𝐿 и 𝐻𝐿𝐿𝐶 для газовой динамики.
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2.1.3 Повышение порядка точности по пространству и времени

При кусочно-постоянном подходе, как в оригинальном методе Годунова
[82], численное решение, полученных с использованием выражений вида (2.11),
(2.12), имеет первый порядок точности по времени и пространству ввиду ку­
сочно-постоянного подхода к аппроксимации расчетных величин на сетке. Это
приводит к тому, что численная вязкость метода является очень высокой, что,
в свою очередь, означает размазывание тонких структур в моделируемом те­
чении, фронтов ударных волн и областей с сильно переменными параметрами.
Повышение порядка точности схемы до второго или выше приводит к потере
монотонности численного решения даже для простых линейных уравнений, а
также возникновению паразитных осцилляций в областях сильных градиентов,
которые невозможно подавить, используя линейные схемы (теорема Годуно­
ва [81]). Однако, при использовании нелинейных схем с высоким порядком
точности, которые переходят к схемам с первым порядком в областях, где потен­
циально монотонность может нарушаться, суммарная аппроксимация метода
становится выше. С 1980-х годов данный подход является одним из основных
в вычислительной гидродинамике и МГД.

В методах конечного объема с повышенным порядком аппроксимации
стандартным является кусочно-полиномиальное уточнение решения с учетом
данных о соседних ячейках и его экстраполяция в грань ячейки. Результиру­
ющие экстраполированные выражения для всех расчетных величин в грани
используются для построения потока (например, при помощи метода Годунов­
ского типа) между ячейками вместо кусочно-постоянных значений. Для того,
чтобы монотонность численного решения сохранялась, уточняющие поправки
к кусочно-постоянному профилю ограничивают таким образом, чтобы уточ­
ненное решение находилось в области монотонности [29]. Методы с такими
ограничителями называются 𝑇𝑉 𝐷-методами, т.е. методами с невозрастанием
полной вариации (total variation diminishing) решения, поскольку для точного
решения и в газовой динамике, и в МГД вариация не нарастает [81; 132]. Свой­
ство 𝑇𝑉 𝐷 является расширением свойства монотонности схемы на нелинейные
уравнения. Для повышения порядка точности по пространству в разработан­
ном нами комплексе программ реализовано несколько методов. Для явных и
полунеявных схем реализован метод 𝑃𝐿𝑀 (piecewise linear method) со вто­
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рым порядком точности, а также методы 𝑃𝑃𝑀3 и 𝑃𝑃𝑀5 (piecewise parabolic
method) для явной схемы Годуновского типа с третьим и пятым порядками
аппроксимации, соответственно. Поскольку в астрофизических задачах часто
используются криволинейные координаты, мы построили все методы уточне­
ния искомых гидродинамических величин на сетке с учетом кривизны ячеек,
используя подход из работы [84], в которой данные методы построены для ци­
линдрической и сферической геометрий.

В методе 𝑃𝐿𝑀 уточнение строится на основе оценки градиента решения
внутри ячейки. Для вращающейся древесной сетки, описанной в данной главе,
можно разделить процедуры построения потоков по координатам в разных на­
правлениях, что упрощает все операции. Для грани в направлении некоторой
координаты ξ можно записать следующее кусочно-линейное уточнение:

𝑄𝑓,𝑖 = 𝑄𝑖 + (ξ𝑓 − ξ𝑖) ¯∇ξ𝑄𝑖,

𝑄𝑓,𝑗 = 𝑄𝑗 + (ξ𝑓 − ξ𝑗) ¯∇ξ𝑄𝑗,
(2.13)

где 𝑄𝑖, 𝑄𝑗 – величины внутри ячеек с индексами 𝑖 и 𝑗, соответственно, ξ𝑓 , ξ𝑖, ξ𝑗
– координата грани и координаты объемных центров ячеек [134], а знак ∇ξ со­
ответствует градиенту величины вдоль направления координаты ξ, после чего
выражения 𝑄𝑓,𝑖,𝑄𝑓,𝑗 используются для построения потока 𝐹𝑖𝑗 между ячейками
с индексами 𝑖 и 𝑗 со вторым порядком точности по пространству. Градиент
в ячейке 𝑖 строится по данным из соседних ячеек, для чего вдоль направле­
ния ξ для всех соседей с индексами 𝑘 оцениваются на гранях производные
следующего вида:

∇𝑓𝑄𝑖,𝑘 =
𝑄𝑘 −𝑄𝑖

ξ𝑘 − ξ𝑖
, (2.14)

после чего по всем значениям производных строится оценка градиента в ячейке
с учетом монотонности схемы:

¯∇ξ𝑄𝑖 = 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒𝑟(∇𝑓𝑄𝑖,1, ...,∇𝑓𝑄𝑖,𝑘, ...,∇𝑓𝑄𝑖,𝑁𝑐𝑒𝑙𝑙
), (2.15)

где 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒𝑟 – функция-ограничитель наклона линейного уточнения, а 𝑁𝑐𝑒𝑙𝑙 –
число соседей-ячеек в направлении ξ, причем учитываются соседи как на внут­
ренней, так и на внешних гранях ячейки. Функция ограничитель работает
так, чтобы в точках локального экстремума ¯∇ξ𝑄𝑖 = 0, а в областях сильной
переменности решения наклон градиента уменьшался. В разработанном коде
реализованы ограничители наклонов из работ [84; 98].
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В методе 𝑃𝑃𝑀 [83] рассматривается кусочно-параболический профиль
расчетной величины внутри ячейки вместо кусочно-линейного для метода
𝑃𝐿𝑀 :

𝑄𝑖(ξ) = 𝑄−
𝑖 +

ξ− ξ−𝑖
ξ+𝑖 − ξ−𝑖

[︂
𝑄+

𝑖 −𝑄−
𝑖 +

ξ+𝑖 − ξ
ξ+𝑖 − ξ−𝑖

𝑄𝑖6

]︂
, (2.16)

где 𝑄𝑖(ξ) – кусочно-параболическая функция внутри ячейки, ξ−𝑖 , ξ
+
𝑖 – координа­

ты внутренней и наружней граней, 𝑄𝑖6 – параболический коэффициент внутри
ячейки, который является оценкой второй производной от профиля. Наконец,
𝑄−

𝑖 , 𝑄
+
𝑖 – это уточненные с порядком не ниже третьего величины на гранях

ячейки в направлении ξ. В итоге, метод 𝑃𝑃𝑀 позволяет в областях гладко­
сти решения получить аппроксимацию расчетной функции внутри ячейки с
третьим порядком точности, а на ее границах – с тем порядком, с которым най­
дены величины 𝑄−

𝑖 , 𝑄
+
𝑖 . Если находить эти величины с третьим порядком, то в

результате получится метод 𝑃𝑃𝑀3, а если с пятым – то метод 𝑃𝑃𝑀5 [84]. В
цитируемой работе приведены подробные выражения для построения данных
методов в декартовой, сферической и цилиндрической геометриях. В разрабо­
танном комплексе программ для решения уравнений на древесной расчетной
сетке для использования методов 𝑃𝑃𝑀 сначала проводится реконструкция ве­
личин вдоль азимутального направления. В остальных направлениях ищется
шаблон для текущей грани ячейки, а также ее азимутальная координата, куда
с третьим порядком интерполируются расчетные величины из шаблона. Далее
применяется метод 𝑃𝑃𝑀 (2.16) вдоль искомого направления. Таким образом
результирующий порядок аппроксимации решения на грани будет не ниже тре­
тьего.

Для повышения порядка точности по времени можно использовать ме­
тоды Рунге-Кутты. Для этого сначала проводится дискретизация на сетке по
пространству, после чего получается система из обыкновенных дифференци­
альных уравнений в ячейке с индексом 𝑖, которая может быть записана в
следующей форме:

𝑑𝑉𝑖U𝑖

𝑑𝑡
= −

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗 (F𝑖𝑗,𝑈 − 𝑤𝑖𝑗U𝑖𝑗)− 𝑉𝑖S𝑖 <=>
𝑑U

𝑑𝑡
= 𝐿̂(U). (2.17)

Для интегрирования данной системы в явном подходе можно использовать мно­
гостадийные методы Рунге-Кутты, обладающие свойством 𝑇𝑉 𝐷 – RK1, RK2 и
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RK3 с первым, вторым и третьим порядками аппроксимации по времени, со­
ответственно [105]:

U𝑛+1 = U𝑛 +Δ𝑡𝐿̂(U𝑛) – 𝑅𝐾1,⎧⎨⎩U(1) = U𝑛 +Δ𝑡𝐿̂(U𝑛)

U𝑛+1 = U𝑛+U(1)

2 + Δ𝑡
2 𝐿̂(U

(1)) – 𝑅𝐾2,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
U(1) = U𝑛 +Δ𝑡𝐿̂(U𝑛)

U(2) = 3U𝑛+U(1)

4 + Δ𝑡
4 𝐿̂(U

(1))

U𝑛+1 = U𝑛+2U(2)

3 + 2Δ𝑡
3 𝐿̂(U(2)) – 𝑅𝐾3.

(2.18)

Для интегрирования полунеявных уравнений можно использовать явно­
неявные методы Рунге-Кутты, однако они не обладают свойством 𝑇𝑉 𝐷.
Например, метод с первым порядком 𝐼𝑀𝐸𝑋1 и метод со вторым порядком
𝐴𝑅𝑆(2,2,2) из работы [135] могут использоваться для интегрирования уравне­
ний газовой динамики полунеявным методом, изложенным в следующей главе:

U𝑛+1 = U𝑛 +Δ𝑡𝐿̂𝑒(U
𝑛) + Δ𝑡𝐿̂𝑖(U

𝑛+1) – 𝐼𝑀𝐸𝑋1,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
U(1) = βU𝑛 + βΔ𝑡𝐿̂𝑒(U

𝑛) + βΔ𝑡𝐿̂𝑖(U
1)

U𝑛+1 = U𝑛 + (β− 1)Δ𝑡𝐿̂𝑒(U
𝑛) + (2− β)Δ𝑡𝐿̂𝑒(U

(1))+

(1− β)Δ𝑡𝐿̂𝑖(U
(1)) + βΔ𝑡𝐿̂𝑖(U

𝑛+1) – 𝐴𝑅𝑆(2,2,2),

(2.19)

где 𝐿̂𝑖 и 𝐿̂𝑒 – это неявная и явная подсистемы, соответственно, а число β =√
2/2.

2.1.4 Полуневная численная схема для уравнений газовой
динамики

Представленная в данном разделе методика схожа с использованной ранее
для построения полунеявных методов в декартовой геометрии [92—94]. Здесь
она применяется для цилиндрической геометрии и подвижной сетки, для сфери­
ческих координат процедура идентична. Уравнения Эйлера в цилиндрической
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системе координат в форме, сохраняющей угловой момент, могут быть записа­
ны в следующем виде[129]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕ρ
𝜕𝑡 +∇ · (ρv) = 0

𝜕ρ𝑣𝑅
𝜕𝑡 +∇ · (ρ𝑣𝑅v) + 𝜕𝑃

𝜕𝑅 = ρ𝑣2φ
𝑟 + ρ𝑓𝑟

𝜕ρ𝑣𝑧
𝜕𝑡 +∇ · (ρ𝑣𝑧v) + 𝜕𝑃

𝜕𝑧 = ρ𝑓𝑧
𝜕(𝑅ρ𝑣φ)

𝜕𝑡 +∇ · (𝑅ρ𝑣φv) + 𝜕𝑃
𝜕φ = ρ𝑅𝑓φ

𝜕𝐸
𝜕𝑡 +∇ ·

(︂(︀
v2

2 +𝐻
)︀
ρv

)︂
= −ρv · f ,

(2.20)

где ρ – плотность, 𝑃 – давление, а плотность полной энергии определяется как
𝐸 = ρv2

2 +ρ𝑒𝑡ℎ, где 𝑒𝑡ℎ – удельная внутренняя энергия. В уравнении на энергию
также введена энтальпия 𝐻 = 𝑒𝑡ℎ + 𝑃/ρ. Источник в правой части отвечает
наличию центробежной силы, а также внешней силы f . Оператор диверген­
ции введен как ∇ · Q = 1

𝑅
𝜕𝑅𝑄𝑅

𝜕𝑅 + 𝜕𝑄𝑧

𝜕𝑧 + 1
𝑅

𝜕𝑄φ

𝜕φ , где Q = (𝑄𝑅,𝑄𝑧,𝑄φ) – вектор.
Для замкнутости системы уравнений (2.20) необходимо определить уравнение
состояния вещества. В данном разделе мы рассматриваем идеальный газ с по­
стоянным показателем адиабаты γ:

𝑃 = (γ− 1)ρ𝐸𝑡ℎ. (2.21)

Развитие данного подхода на произвольное уравнение состояния может быть
найдено в [92; 93].

Построим сначала полунеявный метод для неподвижной сетки. Для дис­
кретизации системы (2.20), как было предложено в [94], сначала применим
дискретизацию по времени без учета внешних сил, которые рассматривают­
ся явным образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ𝑡 +∇ · (ρv)𝑛 = 0

(ρ𝑣𝑅)𝑡 +∇ · (ρ𝑣𝑅v)𝑛 + 𝜕𝑃
𝜕𝑅

𝑛+1
=

(︂
ρ
𝑣2φ
𝑟

)︂𝑛

(ρ𝑣𝑧)𝑡 +∇ · (ρ𝑣𝑧v)𝑛 + 𝜕𝑃
𝜕𝑧

𝑛+1
= 0

(𝑅ρ𝑣φ)𝑡 +∇ · (𝑅ρ𝑣φv)𝑛 + 𝜕𝑃
𝜕φ

𝑛+1
= 0

(𝐸)𝑡 +∇ ·
(︂

v2

2 ρv

)︂𝑛

+∇ ·
(︂
𝐻ρv

)︂𝑛+1

= 0.

(2.22)

Разные индексы 𝑛 и (𝑛 + 1) в уравнениях на импульс и энергию отвечают
расщеплению потока в форме Торо-Васкез [130] в адвективную (явную) и аку­
стическую (неявную) подсистемы. После дискретизации по времени, импульс
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ρv𝑛+1 подставляется в закон сохранения энергии, что приводит к следующе­
му уравнению:

𝐸𝑛+1 = 𝐸* −Δ𝑡∇ ·
(︂
𝐻𝑛+1(ρv)*

)︂
+Δ𝑡2∇ ·

(︂
𝐻𝑛+1∇𝑃 𝑛+1

)︂
, (2.23)

в котором 𝐸* = 𝐸𝑛 − Δ𝑡∇ ·
(︂

v2

2 ρv

)︂𝑛

. Далее, верхний индекс ”*” отвечает

переменным среды после явной части шага по времени. Оператор градиента
приведен в следующей форме ∇𝑃 = 𝜕𝑃

𝜕𝑅e𝑅 + 𝜕𝑃
𝜕𝑧 e𝑧 + 1

𝑅
𝜕𝑃
𝜕φeφ, где e𝑖 – орто­

нормальные векторы. Наконец, дискретизованная система по времени имеет
следующий вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ𝑛+1 = ρ𝑛 −Δ𝑡∇ · (ρv)𝑛 = ρ*

(ρ𝑣𝑅)
𝑛+1 = (ρ𝑣𝑅)

𝑛 −Δ𝑡∇ · (ρ𝑣𝑅v)𝑛 +Δ𝑡

(︂
ρ
𝑣2φ
𝑅

)︂𝑛

−Δ𝑡𝜕𝑃𝜕𝑅
𝑛+1

= (ρ𝑣𝑅)
* −Δ𝑡∇𝑅𝑃

𝑛+1

(ρ𝑣𝑧)
𝑛+1 = (ρ𝑣𝑧)

𝑛 −Δ𝑡∇ · (ρ𝑣𝑧v)𝑛 −Δ𝑡𝜕𝑃𝜕𝑧
𝑛+1

= (ρ𝑣𝑧)
* −Δ𝑡∇𝑧𝑃

𝑛+1

(ρ𝑣φ)
𝑛+1 = (ρ𝑣φ)

𝑛 −Δ𝑡 1𝑅∇ · (𝑅ρ𝑣φv)𝑛 −Δ𝑡 1𝑅
𝜕𝑃
𝜕φ

𝑛+1
= (ρ𝑣φ)

* −Δ𝑡∇φ𝑃
𝑛+1

𝐸𝑛+1 = 𝐸* −Δ𝑡∇ ·
(︂
𝐻𝑛+1(ρv)*

)︂
+Δ𝑡2∇ ·

(︂
𝐻𝑛+1∇𝑃 𝑛+1

)︂
.

(2.24)
После вывода системы выше, получим дискретную по пространству схему.

Для начала необходимо построить схему для адвективной подсистемы (члены
под операторами дивергенции в (2.24), а также источниковые члены в правых
частях), для которых используются конечно-объемные противопоточные схемы
Годуновского типа. Для каждой ячейки с индексом 𝑖 можно записать следующее
выражение для каждой величины из набора консервативных переменных 𝑈 * =

[ρ*, (ρ𝑣𝑅)
*, (ρ𝑣𝑧)

*, 𝑅(ρ𝑣φ)
*, 𝐸*], используя (2.5):

𝑈 *
𝑖 = 𝑈𝑛

𝑖 − Δ𝑡

𝑉𝑖

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗F
𝑛
𝑖𝑗,𝑈 −Δ𝑡𝑆𝑛

𝑖 , (2.25)

Величина 𝑆𝑛
𝑖 соответствует источнику в правой части. Вектор потоков F =

[ρv, ρ𝑣𝑅v, ρ𝑣𝑧v, 𝑅ρ𝑣φv,ρ
v2

2 v] может быть аппроксимирован при помощи явной
схемы Русанова/Лакса-Фридрихса для адвекции [92]

F𝑖𝑗,𝑈 =
F𝑖,𝑈 + F𝑗,𝑈

2
−max(|v𝑖 · 𝑛𝑖𝑗|, |v𝑗 · 𝑛𝑖𝑗|)

𝑈𝑗 − 𝑈𝑖

2
, (2.26)

где 𝑛𝑖𝑗 – это единичная нормаль к грани ячейки.
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Для увеличения порядка точности мы используем стандартный кусочно­
линейный подход со вторым порядком точности (т.н. Monotone Upstream Scheme
for Conservation Laws (MUSCL) реконструкция, см., напр. [29; 95]) для физиче­
ских (примитивных) переменных – плотности и компонент скорости на гранях
ячеек. Для построения оператора градиента, для каждого направления рассчи­
тываются градиенты на гранях, использующие кусочно-постоянные значения
величин в ячейках. Например, градиент плотности в радиальном направлении
на грани между ячейками с индексами 𝑖 и 𝑗 может быть записан как

(∇×ρ)𝑖𝑗,𝑅 =
ρ𝑗 − ρ𝑖
𝑅𝑗 −𝑅𝑖

, (2.27)

и аналогичные операторы используются в других направлениях. Отметим, что
как и в параграфе выше, здесь в случае криволинейных геометрий также
необходимо использовать объемно-взвешенные координаты для построения опе­
раторов, в отличие от Декартовой геометрии, в которой геометрический центр
ячейки совпадает с объемно-взвешенным[84]. Для того, чтобы схема для ад­
векции была монотонной, необходимо ограничить наклоны градиентов в (2.27).
Для каждой ячейки в каждом координатном направлении, мы используем огра­
ничитель 𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑. В случае подвижной сетки, используется его обобщение на
произвольное число аргументов.

После явной части схемы, необходимо решить уравнение для нахождения
давления 𝑃 𝑛+1. Для этого необходимо использовать уравнение на энергию, за­
писанное для ячейки 𝑖 в следующей форме

𝑉𝑖(ρ𝑒𝑡ℎ(ρ,𝑃 ))𝑛+1
𝑖 −Δ𝑡2

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗𝐻
𝑛+1
𝑖𝑗 (∇×𝑃 )𝑛+1

𝑖𝑗 =

𝑉𝑖𝐸
*
𝑖 − 𝑉𝑖

(︂
ρ
v2

2

)︂𝑛+1

𝑖

−Δ𝑡

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗𝐻
𝑛+1
𝑖𝑗 (ρv)*𝑖𝑗,

(2.28)

которое имеет форму, аналогичную построенной в [92; 94]. В выражении выше,
импульсы (ρv)* и энтальпии 𝐻𝑛+1 должны быть найдены на гранях ячеек. Для
них, мы используем объемно-взвешенное среднее из двух соседствующих яче­
ек. Система (2.28) является достаточно сложной в силу высокой нелинейности.
Чтобы найти численное решение данной системы, используется разновидность
метода Ньютона (метод Пикара, r-итерации), что было предложено в работе
[92]. В случае идеального газа (2.21) уравнение на давление имеет следующий
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вид

𝑉𝑖
𝑃 𝑛+1,𝑟+1
𝑖

γ− 1
−Δ𝑡2

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗𝐻
𝑛+1,𝑟
𝑖𝑗 (∇×𝑃 )𝑛+1,𝑟+1

𝑖𝑗 =

𝑉𝑖𝐸
*
𝑖 − 𝑉𝑖

(︂
ρ
v2

2

)︂𝑛+1,𝑟

𝑖

−Δ𝑡

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗𝐻
𝑛+1,𝑟
𝑖𝑗 (ρv)*𝑖𝑗,

(2.29)

где градиенты давления рассчитаны согласно формуле (2.27). Верхний ин­
декс 𝑟 соответствует текущей итерации метода Пикара (Ньютона). Последнее
уравнение представляет собой систему линейных уравнений с симметричной и
знакоопределенной матрицей в случае положительной энтальпии 𝐻 и уравне­
ния состояния вещества с положительной производной

(︀
𝜕𝑒𝑡ℎ
𝜕𝑃

)︀
ρ
). Такая линейная

система может быть легко решена итерационно. Нами используется метод со­
пряженных градиентов (СГ). Уравнение (2.29) решается до максимального
числа итераций 𝑟 = 𝑟𝑚𝑎𝑥, или пока условие сходимости не достигнуто. Схо­
димость метода Пикара является очень быстрой, и, как показывают расчеты,
2-3 итераций достаточно, чтобы получить корректное решение. В случае бо­
лее нелинейного уравнения состояния и/или присутствия членов с потерями на
нейтрино/излучение [42], система становится слабонелинейной [92; 94].

Во время итераций момент в ячейке (ρv)𝑛+1,𝑟+1
𝑖 рассчитывается следую­

щим образом [94]

(ρv)𝑛+1,𝑟+1
𝑖 = (ρv)*𝑖 −Δ𝑡(∇×𝑃 )𝑛+1,𝑟+1

𝑖 , (2.30)

где градиент давления считается объемно-взвешенной интерполяцией градиен­
тов в гранях, используя выражение (2.27). В ходе расчетов обнаружено, что
в случаях течений, близких к вращательному (или любому другому нетри­
виальному) равновесию, т.е. когда градиент давления и источники в правой
части уравнения на импульс имеют близкие значения, оценка импульса (2.30)
может приводить к нефизичным осцилляциям в полях плотности и скорости
ввиду слишком низкой схемной вязкости в системе. В явных схемах, численной
диссипации, связанной со звуковыми волнами, достаточно, чтобы они не воз­
никали/гасились, однако в случае полунеявной схемы, необходимо дополнить
оценку импульса некоторой диссипативной процедурой, чтобы минимизировать
численные осцилляции. Для этого, импульс рассчитывается как среднее значе­
ние в ячейку из граней по формуле, аналогичной (2.30), но для грани, используя
(2.27). Данная процедура аналогична интерполяции между основной (primal)
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и вспомогательной (dual) сетками из работы [92]. Наконец, энергия рассчиты­
вается по формуле

𝐸𝑛+1
𝑖 = 𝐸*

𝑖 −Δ𝑡

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗𝐻
𝑛+1
𝑖𝑗 (ρv)𝑛+1

𝑖𝑗 . (2.31)

После расчета данная схема переходит к следующему шагу по времени.
Условие КФЛ для полунеявной схемы является более мягким по сравне­

нию с явной схемой Годуновского типа, в которое входила скорость звука. На
однородной сетке оно имеет следующую форму [92]:

Δ𝑡𝑆−𝐼 = 𝐶𝐶𝐹𝐿min

(︂
Δ𝑅

|𝑣𝑅|
,
Δ𝑧

|𝑣𝑧|
,
𝑅Δφ

|𝑣φ|

)︂
. (2.32)

Для сферической геометрии условие КФЛ дается выражением (2.8), но
без вклада от скорости звука 𝑐𝑠. Для течений с низкими числами Маха условие
(2.32) позволяет существенно уменьшить вычислительную стоимость расчета.

В случае, когда уравнения газовой динамики решаются в подвижной си­
стеме отсчета методом конечного объема, теорема Гаусса должна применяться
к подвижному элементу, см. выражение (2.7). Для полунеявной схемы, адвек­
тивная часть потока рассчитывается абсолютно также, как и в Годуновских
методах, а уравнение на полную энергию (2.31) изменяется следующим образом

(𝐸)𝑛+1
𝑖 = (𝐸)*𝑖 −Δ𝑡

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗

(︂
𝐻𝑛+1

𝑖𝑗 (ρv)𝑛+1
𝑖𝑗 −w𝑖𝑗(ρ𝑒𝑡ℎ)

𝑛+1
𝑖𝑗

)︂
, (2.33)

т.е. вклад в поток на подвижной ячейке учтен явно для потока кинетической
энергии, и неявно – для тепловой. Для использования описанной полунеявной
схемы в подвижной системе отсчета, мы берем тепловую энергию (ρ𝑒𝑡ℎ)

𝑛+1
𝑖𝑗 из

уравнения (2.33) на предыдущей итерации Пикара (r-итерации). Значение теп­
ловой энергии на грани снова рассчитывается интерполяцией из соседних ячеек.
Таким образом, матрица для линеаризованной системы уравнений сохраняет
свою простую форму. Расчеты показывают, что данный простой подход к уче­
ту подвижности сетки является устойчивым и эффективным.

Условие устойчивости КФЛ для вращающейся за веществом сетки имеет
следующую форму:

Δ𝑡𝑆𝐼 = 𝐶𝐶𝐹𝐿min

(︂
Δ𝑅

|𝑣𝑅|
,
Δ𝑧

|𝑣𝑧|
,

𝑅Δφ

|𝑣φ − 𝑤φ|

)︂
. (2.34)
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При рассмотрении МГД-системы в данное условие к скорости газа необходимо
добавить Альфвеновскую скорость 𝑣𝐴 = |B|

4πρ [95].
После расчета газовых величин, необходимо сдвинуть все ячейки сетки

согласно формуле (2.9).

2.1.5 Тестовые расчеты

В данном разделе мы не только тестируем явную и полунеявную схемы,
но и сравниваем их между собой в разных тестовых задачах с вращением и
без него, а также при разных числах Маха. Если в тексте не указано иное, то
для сравнения методов используется явная схема со вторым порядком точно­
сти и ограничителем наклона 𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑 вместе с вычислением потока по методу
𝐻𝐿𝐿𝐶 [132]. Потоки в азимутальном направлении рассчитываются в подвиж­
ной системе отсчета таким образом, как это описано, например, в работе [99].
Во всех тестах с полунеявной схемой мы применяем 𝑟𝑚𝑎𝑥 = 2 итераций Пикара.

Классическая задача Сода [136] – это стандартный бенчмарк для любого
кода, моделирующего уравнения газовой динамики. В данном тесте решают­
ся уравнения Эйлера в сферических координатах со следующими начальными
условиями: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ρ = 1, 𝑃 = 1, если 𝑟 < 0.5

ρ = 0.125, 𝑃 = 0.1, если 𝑟 > 0.5

v = 0.

(2.35)

Показатель адиабаты выбран γ = 5/3.Для цилиндрической геометрии при­
меняются такие же условия в радиальном направлении. Рис.2.3 показывает
распределение плотности в момент времени 𝑇𝑓𝑖𝑛 = 0.2 для сферической и ци­
линдрической геометрий с 𝑁𝑟 = 256 ячеек в радиальном направлении. Для
сравнения с полунеявной схемой также приведено решение, полученное по схе­
ме 𝐻𝐿𝐿𝐶 со вторым порядком точности и ограничителем наклона 𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑.
Решения находятся в хорошем согласии. Разрывы в подобных тестовых зада­
чах разрешаются приблизительно на том же уровне, что и с помощью явных
методов со вторым порядком и 𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑-ограничителем (∼ 4 ячейки на фронте
ударной волны ∼ 7 − 8 ячеек в области контактного разрыва).
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Рисунок 2.3 — Распределение плотности в тесте Сода (слева –
цилиндрическая, справа – сферическая геометрия). Синие линии

соответствуют полунеявной схеме, черные линии соответствуют явной схеме
со вторым порядком и удвоенным разрешением, которая считается за точное

решение. Результаты можно сравнить с работами [93; 100].

Для того, чтобы протестировать схемы, мы рассмотрели также решение
задачи Седова о сильном взрыве в сферической (3D) и цилиндрической (2D)
геометриях [129]. Рассматривается область 𝑅 ⊆ [0,0.2] в цилиндрических, и
𝑟 ⊆ [0,0.3] – в сферических координатах с 𝑁𝑟 = 256 равномерно распределенных
ячеек. Для задания взрыва, мы задаем величину энергии 𝐸 = 1 в первых пяти
радиальных рядах ячеек. Начальные условия имеют следующий вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑃 = (γ− 1)/𝑉5, если 𝑖𝑟 ⩽ 5

𝑃 = 0.001, если 𝑖𝑟 > 5,

ρ = 1, v = 0,

(2.36)

где 𝑉5 – это объем, занимаемый ячейками с радиальным индексом 𝑖𝑟 ⩽ 5.
Показатель адиабаты выбран γ = 7/5. На Рис.2.4представлены решения при
времени 𝑇𝑓𝑖𝑛 = 0.02 для явной и полунеявной схем. Результаты находятся
в согласии между собой, а также с аналитическим решением для положения
ударной волны, которое может быть записано в виде ζ ∼ 𝑡

2
2+𝑛 , где 𝑛 – размер­

ность пространства. Отметим, что для этой задачи полунеявная схема работает
быстрее в силу наличия горячего разреженного газа с низким числом Маха во
”взорванной” области, что накладывает жесткое условие КФЛ на шаг по вре­
мени явной схемы.

Неустойчивость Кельвина-Гельмгольца в цилиндрической геометрии мо­
жет быть использована в качестве теста для течений с вращением при малых
числах Маха, а также для проверки процедур построения сетки и корректного
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Рисунок 2.4 — Плотность в решении задачи Седова о сильном взрыве (левая
часть - цилиндрическом, правая часть - сферическом). Синие и черные
пунктирные линии отвечают решению по полунеявной и явной схемам,

соответственно.

ее вращения. Мы рассмотрели разные варианты данной задачи для методов со
вторым порядком точности. Тестовая задача взята из работы [98]. Начальные
условия имеют следующий вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ρ = 1, 𝑣φ = 2𝑅, 𝑃 = 𝑃0 + 2𝑅2, если 𝑅 < 1

ρ = 2, 𝑣φ = 𝑅, 𝑃 = (𝑃0 + 1) +𝑅2, если 𝑅 > 1

𝑣𝑅 = 0.1 cos(6φ)𝑒−80(𝑅−1)2,

(2.37)

где постоянная 𝑃0 характеризует течения с различными числами Маха. Разре­
шение сетки выбрано 𝑁𝑅 × 𝑁𝑧 × 𝑁𝑚𝑎𝑥

φ = 128 × 1 × 512 в области 𝑅 ⊆ [0,2].
На Рис.2.5 представлены решения, полученные явной и полунеявной схемами
при 𝑃0 = 5 (число Маха 𝑀 ∼ 0.7 на внешней границе) с вращением сетки и без
него. Хотя для полунеявной схемы вихри разрешены с меньшей точностью, чем
в случае явного метода, ввиду больших шагов по времени, решения находятся
в хорошем качественном согласии.

На Рис.2.6 представлены результаты для подвижной сетки при 𝑃0 = 500

(𝑀 ∼ 0.07). Хорошо видно, что в обоих случаях полунеявная схема позволяет
уловить поведение жидкости корректно, в то время как явная схема на основе
Годуновского метода не может разрешить вихри в неустойчивом относительно
сдвиговых мод течении ввиду высокой численной вязкости. Для явной схемы
могут помочь методы более высокого порядка (например, ограничитель 𝑀𝐶

или метод 𝑃𝑃𝑀), но при более низких числах Маха качество решения все
равно будет ухудшаться [137]. Время расчета по полунеявной схеме сравнимо
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Рисунок 2.5 — Распределение плотности (левая часть – полунеявная схема,
правая часть – явная схема) для цилиндрической неустойчивости
Кельвина-Гельмгольца при 𝑃0 = 5. Верхние панели соответствуют
неподвижной сетке, нижние панели отвечают сетке с вращением.

со временем для явной схемы при 𝑃0 = 5, а при 𝑃0 = 500 полунеявная схема
работает в 4 раза быстрее явной.

Рисунок 2.6 — Распределение плотности (левая часть – полунеявная схема,
правая часть – явная схема) для неустойчивости Кельвина-Гельмгольца с

𝑃0 = 500.

Наконец, для явных схем были сравнены методы с пятым порядком
𝑃𝑃𝑀5 и со вторым порядком 𝑃𝐿𝑀 на задаче о развитии неустойчивости Кель­
вина-Гельмгольца в декартовой геометрии на сетках в 128 и 256 ячеек вдоль



73

каждого направления. Рассматривается квадратная область единичной сторо­
ны с 𝑋,𝑌 ⊆ [0,1]. Начальные условия задаются в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ = 2, 𝑣𝑥 = 0.5, при |𝑦 − 0.5| < 0.25

ρ = 1, 𝑣𝑥 = −0.5, при |𝑦 − 0.5| > 0.25

𝑣𝑦 = 0.1 sin(2π𝑥)
(︁
𝑒−(𝑦−0.25)2/0.052 + 𝑒−(𝑦−0.75)2/0.052

)︁
𝑃 = 2.5, γ = 7/5.

(2.38)

Результаты для распределения плотности при времени 𝑇𝑓𝑖𝑛 = 2 представ­
лены на Рис.2.7. Данный тип течения быстро приводит к развитию вторичных
сдвиговых неустойчивостей на крупномасштабных вихрях, которые могут до­
статочно быстро замазаться численной вязкостью метода. В то время как оба
расчета воспроизводят характерную динамику неустойчивости, в случае сетки
с 𝑁 = 128 метод 𝑃𝑃𝑀5 показывает структуру течения практически также
подробно, как метод 𝑃𝐿𝑀 на сетке с 𝑁 = 256 ячеек. При этом, развитие
неустойчивости Кельвина-Гельмгольца в этих двух расчетах также качествен­
но совпадает на протяжении всего времени моделирования. Данный пример
подтверждает экспериментальный факт, что методы с пятым порядком аппрок­
симации воспроизводят решение с точностью, близкой к 𝑀𝑈𝑆𝐶𝐿-методам со
вторым порядком на сетке с двукратно увеличенным разрешением (см., напр.,
[138]).

2.2 Развитие на систему уравнений магнитной гидродинамики

Уравнения идеальной нерелятивистской МГД могут быть записаны в сле­
дующей форме

𝜕𝑡ρ+∇ · (ρv) = 0,

𝜕𝑡(ρv) +∇ · (ρvv−BB+ 𝑃𝑡𝑜𝑡𝐼) = 0,

𝜕𝑡𝐸 +∇ · ((𝐸 + 𝑃𝑡𝑜𝑡)v−B(B · v)) = 0,

𝜕𝑡B−∇× (v×B) = 0.

(2.39)

В системе выше B – это вектор магнитного поля, 𝑃𝑡𝑜𝑡 = 𝑃 + B2

2 – пол­
ное давление, 𝐸 = ρ𝑒𝑡ℎ +

v2
2 + B2

2 – полная удельная энергия с учетом энергии
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Рисунок 2.7 — Распределение плотности в тесте о неустойчивости
Кельвина-Гельмгольца при 𝑇𝑓𝑖𝑛 = 2. На верхней панели представлено решение

методами 𝑃𝐿𝑀 (слева) и 𝑃𝑃𝑀5 (справа) на сетке в 128× 128 ячеек. На
нижней панели представлено то же самое, но на сетке 256× 256. Расчет
потока проводился по методу 𝐻𝐿𝐿𝐶, а интегрирование по времени – по

методу 𝑅𝐾3 в обоих случаях.

поля. Множитель 1
4π учтен в нормировке поля и не входит в систему уравне­

ний (2.39). Для численного моделирования МГД системы также используется
подход, основанный на методе конечного объема. Код разработан для решения
уравнений в декартовой, сферической и цилиндрической геометриях. Для при­
мера в данной главе рассмотрена численная дискретизация МГД уравнений в
сферических координатах, которая может быть записана следующим образом
внутри некоторой расчетной ячейки

U𝑡𝑉 + 𝑆𝑟
+F

r
+ − 𝑆𝑟

−F
r
− + 𝑆θ+F

θ
+ − 𝑆θ−F

θ
− + 𝑆φ+F

φ
+ − 𝑆φ−F

φ
− = S𝑉,

U = (ρ, ρ𝑣𝑟, ρ𝑣θ, ρ𝑣φ, 𝐸,𝐵𝑟, 𝐵θ, 𝐵φ)
𝑇 ,

(2.40)

где S – вектор источниковых членов, связанный с кривизной геометрии, а 𝑉 и
𝑆± – это объем ячейки и площадь грани, соответственно. Потоки консерватив­
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ных величин через грани ячеек F имеют вид

F𝑟
± = (ρ𝑣𝑟, ρ𝑣

2
𝑟 + 𝑃𝑡𝑜𝑡 −𝐵2

𝑟 , ρ𝑣θ𝑣𝑟 −𝐵θ𝐵𝑟, ρ𝑣φ𝑣𝑟 −𝐵φ𝐵𝑟,

(𝐸 + 𝑃𝑡𝑜𝑡)𝑣𝑟 − (𝑣𝑟𝐵𝑟 + 𝑣θ𝐵θ + 𝑣φ𝐵φ)𝐵𝑟, 0, 𝑣𝑟𝐵θ − 𝑣θ𝐵𝑟, 𝑣𝑟𝐵φ − 𝑣φ𝐵𝑟)
𝑇
±,

Fθ± = (ρ𝑣θ, ρ𝑣θ𝑣𝑟 −𝐵θ𝐵𝑟, ρ𝑣
2
θ + 𝑃𝑡𝑜𝑡 −𝐵2

θ, ρ𝑣θ𝑣φ −𝐵θ𝐵φ,

(𝐸 + 𝑃𝑡𝑜𝑡)𝑣θ − (𝑣𝑟𝐵𝑟 + 𝑣θ𝐵θ + 𝑣φ𝐵φ)𝐵θ, 𝑣θ𝐵𝑟 − 𝑣𝑟𝐵θ, 0, 𝑣θ𝐵φ − 𝑣φ𝐵θ)
𝑇
±,

Fφ± = (ρ𝑣φ, ρ𝑣𝑟𝑣φ −𝐵𝑟𝐵φ, ρ𝑣θ𝑣φ −𝐵θ𝐵φ, ρ𝑣
2
φ + 𝑃𝑡𝑜𝑡 −𝐵2

φ,

(𝐸 + 𝑃𝑡𝑜𝑡)𝑣φ − (𝑣𝑟𝐵𝑟 + 𝑣θ𝐵θ + 𝑣φ𝐵φ)𝐵φ, 𝑣φ𝐵𝑟 − 𝑣𝑟𝐵φ, 𝑣φ𝐵θ − 𝑣θ𝐵φ, 0)
𝑇
±,

(2.41)
а источники S могут быть записаны как

S = (0, ρ
𝑣2θ + 𝑣2φ

𝑟
+

2𝑃𝑡𝑜𝑡 −𝐵2
θ −𝐵2

φ

𝑟
,
𝑃𝑡𝑜𝑡 + ρ𝑣

2
φ −𝐵2

φ

𝑟
ctg θ− ρ𝑣𝑟𝑣θ −𝐵𝑟𝐵θ

𝑟
,

−ρ𝑣θ𝑣φ −𝐵θ𝐵φ
𝑟

ctg θ− ρ𝑣𝑟𝑣φ −𝐵𝑟𝐵φ
𝑟

,0,0,

𝐵θ𝑣𝑟 −𝐵𝑟𝑣θ
𝑟

,
𝑣𝑟𝐵φ − 𝑣φ𝐵𝑟

𝑟
+

𝑣θ𝐵φ − 𝑣φ𝐵θ
𝑟

ctg θ)𝑇 .

(2.42)
В системе выше знаки + и − соответствуют внешней и внутренней грани­

цам расчетной ячейки. Здесь 𝑉 =
(𝑟3+−𝑟3−)

3 (cos θ− − cos θ+)(φ+ − φ−) – объем
ячейки, 𝑆𝑟

± = 𝑟2±(cos θ− − cos θ+)(φ+ − φ−), 𝑆
θ
± =

𝑟2+−𝑟2−
2 sin θ±(φ+ − φ−),

𝑆φ± =
𝑟2+−𝑟2−

2 (θ+ − θ−) – площади граней ячейки. Радиус, синус и котангенс угла
θ определены на сетке как 𝑟 =

2(𝑟3+−𝑟3−)

3(𝑟2+−𝑟2−)
, sin θ = cos θ−−cos θ+

θ+−θ− и ctg θ = sin θ+−sin θ−
cos θ−−cos θ+

,
соответственно. Для сетки переменной структуры при учете вращения потоки
по 𝑟 и θ между всеми соседствующими ячейками суммируются с учетом пе­
ресечения площадей граней двух ячеек. В этом случае в площадях 𝑆𝑟

± и 𝑆θ±
величина (φ+ − φ−) должна трактоваться как угол перекрытия между двумя
гранями, а изменение консервативной величины во времени определяется по
формуле вида (2.12).

В случае использования явной схемы потоки F на границах ячеек в (2.40)
необходимо считать с использованием решения задачи о распаде произвольного
МГД-разрыва, как в случае газовой динамики. Однако, решение задачи Римана
в МГД является очень сложным, и как правило, используются приближенные
подходы, основанные на методе 𝐻𝐿𝐿 [104] с наличием только сильных разры­
вов в МГД или линеаризованные решатели типа Роу [81]. Для явной схемы
в нашем комплексе программ реализованы методы 𝐻𝐿𝐿 и 𝐻𝐿𝐿𝐷, учитываю­
щие сильные разрывы в виде быстрых МГД ударных волн (HLL, 3 состояния
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среды) и сильные разрывы для быстрых и Альфвеновских характеристик, а так­
же контактные разрывы (HLLD, где ”D” – discontinuities, 6 состояний среды).
Для методов с квазилагранжевым уточнением решения версии методов HLL
и HLLD могут быть найдены в статьях [133; 139] Для уточнения решения по
пространству в явной схеме реализованы кусочно-линейный метод 𝑃𝐿𝑀 вто­
рого порядка точности и кусочно-параболические методы 𝑃𝑃𝑀3 и 𝑃𝑃𝑀5 с
третьим и пятым порядками из работы [84], в которых кусочно-полиномиаль­
ные уточнения расчетных величин сделаны с учетом кривизны геометрии для
минимизации численных артефактов вблизи сингулярностей. Для интегрирова­
ния системы (2.40) по времени используются явные методы Рунге-Кутты 𝑅𝐾2

и 𝑅𝐾3 (2.18) из работы [105] со вторым и третьим порядками точности, соот­
ветственно. Условие устойчивости схемы задается в этом случае выражением
(2.8) с заменой скорости звука на быструю магнитозвуковую скорость.

Для интегрирования МГД-системы (2.39) полунеяевным методом все чле­
ны с магнитным полем могут быть взяты полностью аналогично явному
случаю, а градиент давления в уравнении на импульс и поток энтальпии в урав­
нении на полную энергию берутся неявно. Диссипация в потоке Русанова (2.25)
заменяется на сумму модулей скорости потока через ячейку и Альфвеновской
скорости. Это приводит к решению уравнения на давление такого же вида, что
и (2.29), но с правой частью, зависящей от магнитного поля. Для уточнения
решения может использоваться метод 𝑃𝐿𝑀 .

Аппроксимация МГД уравнений (2.40) исключительно методами конеч­
ного объема не сохраняет дивергенцию магнитного поля, поскольку закон
Фарадея предполагает сохранение магнитного потока через поверхность, огра­
ниченную некоторым контуром (теорема Стокса), а не внутри ограниченного
объема. Наличие магнитного заряда на сетке приводит к возникновению нефи­
зичной силы вдоль магнитного поля (по аналогии с силой, действующей на
заряд вдоль электрического поля), которая не учитывается в уравнении на им­
пульс в системах (2.39), (2.40). Ввиду этого, без процедуры очистки дивергенции
(или без дополнительных процедур, реализующих бездивергентность поля на
сетке) в моделируемой системе могут возникнуть численные ошибки и неустой­
чивости [140], связанные с накоплением магнитного заряда. Для минимизации
численных ошибок, связанных с ненулевой дивергенцией магнитного поля, мы
используем подход, основанный на методе обобщенного множителя Лагранжа
из работы [103]. Модифицированная система для закона Фарадея имеет сле­
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дующий вид:

𝜕B
𝜕𝑡

+∇ · (vB−Bv) +∇ψ = 0,

𝜕ψ

𝜕𝑡
+ 𝑐2ℎ∇ ·B =

ψ

τ
.

(2.43)

Здесь ψ - обобщенный множитель Лагранжа. Система (2.43) также дискре­
тизуется при помощи метода конечного объема. В рамках такого подхода,
дивергенция поля удовлетворяет телеграфному уравнению, распространяясь
по области со скоростью 𝑐ℎ и затухая на масштабе времени τ. Скорость 𝑐ℎ

равняется максимально допустимой сигнальной скорости в расчете и оцени­
вается из условия КФЛ для МГД схемы. Параметр τ в (2.43) взят в форме
τ = 0.1Δ/𝑐ℎ, где Δ - локальный размер ячейки. Дополнительно, к источнико­
вым членам в (2.40) могут быть добавлены члены с дивергенцией магнитного
поля согласно восьми-волновому подходу [81; 141]. Также в коде реализована Га­
лилеево-инвариантная версия схемы очистки дивергенции из работы [139] для
учета возможности подвижности сетки.
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Рисунок 2.8 — Решение задачи о распаде МГД-разрыва 4d из работы [142]:
левая панель – плотность и давление, центральная панель – компоненты
скорости, правая панель – компоненты магнитного поля. Используется

уравнение состояния идеального газа с γ = 5/3. Финальное время расчета
𝑡 = 0.16. Начальные условия

(ρ, 𝑣𝑥,𝑣𝑦,𝑣𝑧, 𝑃, 𝐵𝑥,𝐵𝑦,𝐵𝑧) = (1.0,0.0,0.0,0.0,1.0,0.7,0.0,0.0) для 𝑥 < 0.5 и
(0.3,0.0,0.0,1.0,0.2,0.7,1.0,0.0) для 𝑥 > 0.5. Разрешение сетки 𝑁𝑥 = 400 ячеек.

Результаты находятся в согласии с [142].

Для тестирования кода был проведен ряд тестов в сферической, цилиндри­
ческой и декартовой геометриях. В данном разделе представлены результаты
расчетов по явной схеме с методом вычисления потоков 𝐻𝐿𝐿𝐷, а также уточне­
нием порядка по времени и пространству методами 𝑅𝐾3 и 𝑃𝑃𝑀5. На Рис.2.8
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представлено решение задачи о распаде МГД-разрыва 4d из работы [142], в ко­
торой задействованы все компоненты скорости и магнитного поля. Сравнение
результатов с цитируемой работой дает отличное согласие. На Рис.2.9 пред­
ставлены расчеты вихря Орзага-Танга (правый график; см., напр., [104; 138])
в декартовой геометрии и сферического взрыва в замагниченной среде в сфе­
рической геометрии (левый график; см., напр., [85; 143]). Расчеты находятся
в отличном качественном и количественном согласии с опубликованными ре­
зультатами.

Рисунок 2.9 — Левый график: плотность в замагниченном сферическом
взрыве на момент времени 𝑇 = 0.2; Начальные условия:

(𝑟 < 0.1 : 𝑃 = 10, 𝑟 > 0.1 : 𝑃 = 0.1,ρ = 1,B = 1 · e𝑧); разрешение сетки
𝑁𝑟 ×𝑁θ = 128× 256 (используется древесная сетка вблизи центра области).
Правый график: температура в течении Орзага-Танга на момент времени

𝑇 = 0.5 на сетке 256× 256.

2.3 Учет самогравитации в расчетах

Для рассмотрения самогравитирующих течений, необходимо решать урав­
нение Пуассона для гравитационного потенциала Ψ в дополнение к уравнениям
динамики среды на каждом шаге по времени. В сферической геометрии оно
может быть записано следующим образом

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟2
𝜕Ψ

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2 sin θ

𝜕

𝜕θ

(︂
sin θ

𝜕Ψ

𝜕θ

)︂
+

1

𝑟2 sin2 θ

𝜕2Ψ

𝜕φ2
= 4π𝐺ρ, (2.44)



79

где 𝐺 – гравитационная постоянная. Для самогравитирующего газа, сила f в
уравнениях среды (2.20) равна f = −∇Ψ. Нахождение гравитационного по­
тенциала реализовано двумя способами. В первом подходе для дискретизации
уравнения Пуассона (2.44) мы используем стандартный метод конечного объе­
ма, описанный выше в этой главе. Дискретизуется уравнение Пуассона в форме

𝑁𝑓𝑎𝑐𝑒,𝑖∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗(∇𝑓Ψ)𝑖𝑗 · n𝑖𝑗 = 4π𝐺ρ𝑖𝑉𝑖, (2.45)

где градиент потенциала, умноженный на нормаль к грани (∇𝑓Ψ)𝑖𝑗 ·n𝑖𝑗 оценива­
ется по формуле вида (2.14), в котором используются координаты, усредненные
по объему ячейки [84; 134]. В результате получается система линейных уравне­
ний с симметричной и знакоопределенной матрицей на функцию Ψ в ячейках,
которая решается методом сопряженных градиентов. Чтобы учесть силу тя­
жести в гидродинамическом коде, используется стандартная центрированная
по времени аппроксимация [144]. Данный подход универсален и позволяет
получить точное решение дискретного аналога уравнения Пуассона, в разрабо­
танном комплексе программ он реализован для всех видов геометрии. Второй
подход основан на цитируемой работе [144], в котором рассмотрено разложение
гравитационного потенциала по сферическим гармоникам для уравнения Пуас­
сона в сферической геометрии. Как и в оригинальной работе, мы обрываем ряд
по сферическим функциям на ”орбитальном” числе 𝐿 = 12. Данный подход
позволяет достаточно точно и вычислительно эффективно моделировать гра­
витационное поле в контексте коллапсирующих сверхновых, ввиду чего метод
получил широкую популярность и реализован в большом количестве расчет­
ных кодов для их моделирования (см., напр., [35; 47; 145]). Из минусов данного
подхода можно назвать его неуниверсальность (только сферическая геометрия,
медленная сходимость к точному решению с ростом 𝐿 для сильно несферичных
распределений плотности) а также то, что дискретный аналог уравнения (2.44)
решается приближенно ввиду обрезания ряда по гармоникам на конечном 𝐿.

В качестве тестирования решателя для самогравитации мы рассмотрели
классический пример о коллапсе газа без давления (пыли), рассмотренный впер­
вые Колгейтом и Уайтом в качестве теста для гидродинамического кода [31].
Этот тест является традиционным для кодов, моделирующих самогравитиру­
ющие течения. При помощи явной схемы для газовой динамики со вторым
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порядком точности и ограничителем наклона ”𝑀𝑜𝑛𝑜𝑡𝑜𝑛𝑖𝑧𝑒𝑑 − 𝐶𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙” ре­
шаются уравнения Эйлера совместно с уравнением Пуассона для начальных
данных и нормировки обезразмеренных величин из работы [134], рассматри­
вая область 𝑟 ⊆ [0,1.2] c 𝑁𝑟 = 256 логарифмически распределенных ячеек.
Решение представлено на левой панели Рис.2.10 в финальный момент времени
𝑇𝑓𝑖𝑛 = 0.065 вместе с аналитическим профилем плотности. Решение уравне­
ния Пуассона (2.44) методом конечного объема представлено на правой панели
Рис.2.10, для метода разложения по сферическим функциям решение визуаль­
но неотличимо. На развитой стадии течение находится в хорошем согласии с
данными других авторов [84; 134].
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Рисунок 2.10 — Левая панель: Распределение плотности в момент времени
𝑇𝑓𝑖𝑛 = 0.065. Синяя сплошная линия отвечает численному решению, черная

штрих-пунктирная – аналитическому. Конечная толщина профиля плотности
связана с использованием ненулевого (малого) давления для

газодинамической схемы. Правая панель: Численное решение для Ψ (синяя
линия) и его радиальный градиент (красная линия) вместе с аналитическими

решениями при 𝑡 = 0.

2.4 Заключение к Главе 2

В данной главе изложены результаты построения численных схем для
уравнений гравитационной газовой динамики и магнитной гидродинамики. Рас­
смотрены как явные схемы Годуновского типа высокого порядка точности, так
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и более современные полунеявные подходы. В рамках последних в уравнени­
ях газовой динамики/МГД члены, отвечающие звуковым волнам, берутся с
верхнего слоя по времени, что приводит к существенному смягчению условия
Куранта-Фридрихса-Леви на допустимый шаг по времени в расчетах. Для обо­
их подходов рассмотрен квазилагранжевый подход к учету крупномасштабного
вращения без перехода к неинерциальной системе отсчета. По изложенным схе­
мам написаны комплексы программ для решения различных задач в контексте
астрофизических и плазменных приложений.

По результатам данной главы были опубликованы следующие ста­
тьи:

1. Ilya A Kondratyev and Sergey G Moiseenko ”A Semi-Implicit
Numerical Method for Differentially Rotating Compressible Flows”
Lobachevskii Journal of Mathematics, Vol. 44, No. 1, pp. 44–55 (2023)
DOI:10.1134/S1995080223010225

2. Kondratyev, I.A., Moiseenko, S.G. and Bisnovatyi-Kogan, G.S.
”Magnetorotational Supernova Explosions: Jets and Mirror Symmetry
Violation”, Lobachevskii Journal of Mathematics, 45, 1, 50–59 (2024)
https://doi.org/10.1134/S1995080224010268



82

Глава 3. Численное моделирование магниторотационной сверхновой
с нарушенной зеркальной симметрией магнитного поля

3.1 Магниторотационный механизм взрыва сверхновой и сценарии
с нарушением зеркальной симметрии магнитного поля

В данной Главе приведены результаты исследования генерации скорости
протонейтронной звезды (ПНЗ) в процессе экваториально несимметричного
взрыва магнитноротационной (МР) сверхновой. МР-механизм взрыва коллап­
сирующих сверхновых, предложенный в работе [4] (см. также расчеты [146] в
контексте выделения энергии вращения ядра в энергию радиального движе­
ния), предполагает наличие магнитного поля и вращения в ядре массивной
звезды перед коллапсом. В рамках данного механизма, после стадии коллапса,
в силу его неоднородности, формируется ПНЗ, вращающаяся дифференциально
вместе с окружающей ее оболочкой. При наличии магнитного поля, в диффе­
ренциально вращающейся среде с вмороженным в нее полоидальным полем,
подчиняющейся уравнениям идеальной МГД, возможен т.н. Ω-эффект, выра­
женный в усилении (накрутке) тороидального магнитного поля за счет энергии
дифференциального вращения. Поле может усиливаться как регулярным об­
разом (см. формулу (3.1) ниже), так и нерегулярно ввиду того, что градиент
угловой скорости является отрицательным, что является необходимым усло­
вием для возникновения магнитовращательной неустойчивости (МВН; MRI -
magnetorotational instability, см. [41; 53; 147]). Рост магнитного давления вблизи
ПНЗ приводит к формированию волны сжатия, распространяющейся наружу
по спадающему фону плотности, которая далее преобразуется в МГД ударную
волну. В результате, при наличии также вмороженных в плазму полоидально­
го и тороидального магнитных полей, выброшенное взрывной волной вещество
посредством механизма ”магнитной башни” [148] канализуется в струйные вы­
бросы, распространяющиеся преимущественно вдоль оси вращения, генерируя
таким образом взрыв в виде направленных замагниченных джетов.

Обычно в расчетах МР-сверхновых в ядре звезды предполагается наличие
дипольного [5; 40; 43; 46; 47] или квадрупольного поля [41; 48] перед коллап­
сом, что в случае осевой симметрии приводит к формированию симметричного
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по отношению к экватору взрыва в виде направленных джетов в северном и
южном полушарии. Данные типы полей имеют т.н. зеркальную симметрию –
подразумевается, что магнитные давления над экватором и под ним равны на
протяжении эволюции системы. Данное ограничение является несколько искус­
ственным, поскольку конфигурация магнитного поля звезд может быть очень
сложной. Так, даже в магнитном поле Солнца имеется три крупномасштабных
компоненты – дипольная, тороидальная и квадрупольная [149], приводящие к
нарушению зеркальной симметрии поля. Таким образом, если в магнитном поле
ядра массивной звезды нарушена зеркальная симметрия [68; 69; 150], то ввиду
разных магнитных давлений МР-выбросы могут формироваться по-разному в
разных полушариях.

В двумерном случае, нарушение зеркальной симметрии может быть трех
видов, которые рассмотрены в данной Главе. Первый случай – это наличие в
ядре звезды двух или более мультиполей с разными видами симметрии по отно­
шению к экваториальной плоскости (четный + нечетный мультиполи в смысле
разложения магнитного поля в ряд – напр., диполь + квадруполь, см., напр.,
[68]). Второй вариант – это наличие смещенного относительно центра звезды
симметричного поля (см. работу [150], где сильное смещенное дипольное поле
рассмотрено в ядре предсверхновой в контексте формирования быстро движу­
щихся магнитаров). Хотя не вполне ясно, как магнитные поля со смещением
порядка радиуса ядра могут возникать в массивных звездах, есть достаточно
убедительные наблюдательные данные, что такие конфигурации существуют
в компактных объектах (см. работу [151] по замагниченным белым карликам
и, напр., [70] в контексте пульсаров). Наличие смещенного дипольного поля в
НЗ также рассматривается как возможная причина того, что некоторые радио­
пульсары остаются активными за ”долиной смерти” [152].

Тороидальное поле, возникающее в результате накрутки силовых линий,
может быть оценено как (см., напр., [41; 43])

𝜕𝐵φ
𝜕𝑡

∼ 𝐵𝑝
𝜕Ω

𝜕 log(𝑟)
, (3.1)

где 𝐵φ, 𝐵𝑝 – тороидальная и полоидальная компоненты поля, соответственно,
а Ω – это угловая скорость. Для чисто дипольного или квадрупольного поля ге­
нерируемое тороидальное поле будет антисимметричным или симметричным,
соответственно, по отношению к экваториальной плоскости. В этом случае
магнитное давление будет одинаковым в обоих полушариях, и выбросы будут



84

симметричными. В случае дипольного поля накрученное поле будет иметь два
экстремума над и под экватором, а для квадрупольного поля тороидальное поле
будет иметь максимум на экваториальной плоскости. В случае асимметричного
поля, заданного суммой компонент, тороидальное поле будет расти по-разному
в разных полушариях, а следовательно, различные градиенты магнитного дав­
ления будут запускать взрыв сверхновой с разными интенсивностями выбросов
по отношению к экватору. Такие же эффекты ожидаются для накрутки маг­
нитного поля при наличии смещенного относительно центра звезды дипольного
поля. Данные эффекты могут быть существенны, если дипольное и квадруполь­
ное поля имеют сравнимые величины, либо же, для смещенного относительно
центра звезды диполя, если смещение поля сравнимо с размерами коллапси­
рующего ядра.

Третий вариант генерации анизотропии взрыва – это наличие в ядре звез­
ды нечетного (четного) полоидального магнитного поля и четного (нечетного)
тороидального магнитного поля по отношению к экватору [69]. Суперпозиция
дипольного и симметричного тороидального полей рассмотрена в данной работе
При наличии начального тороидального поля в предсверхновой, результиру­
ющее азимутальное поле будет суммой накрученного антисимметричного и
сжатого симметричного полей

𝐵φ = 𝐵𝑎𝑠𝑦𝑚
φ,𝑤𝑖𝑛𝑑 +𝐵𝑠𝑦𝑚

φ,𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟, (3.2)

что также приводит к асимметрии магнитного давления относительно эквато­
риальной плоскости.

Во время стадии коллапса, симметричная тороидальная компонента поля
ввиду сохранения магнитного потока изменяется как 𝐵𝑠𝑦𝑚

φ ∼ ρ𝑟 [38; 39]. Для
характерных значений

ρ𝑐𝑜𝑟𝑒 = 109 г/см3, ρ𝑃𝑁𝑆 = 1014 г/см3,

𝑟𝑐𝑜𝑟𝑒 = 1000 км, 𝑟𝑃𝑁𝑆 = 10 км, 𝐵𝑠𝑦𝑚
φ,𝑐𝑜𝑟𝑒 = 1013 Гс

(3.3)

можно получить ПНЗ с параметрами 𝐵𝑠𝑦𝑚
φ,𝑃𝑁𝑆 = 𝐵𝑠𝑦𝑚

φ,𝑐𝑜𝑟𝑒(ρ𝑃𝑁𝑆 𝑟𝑃𝑁𝑆/ρ𝑐𝑜𝑟𝑒 𝑟𝑐𝑜𝑟𝑒) =

1016 Гс. В расчетах МР-взрывов сверхновых характерные значения накручен­
ного магнитного поля 𝐵𝑎𝑠𝑦𝑚

φ,𝑃𝑁𝑆 также равняются ∼ 1016 Гс. Таким образом, при
параметрах (3.3) начальное поле 𝐵𝑠𝑦𝑚

φ,𝑐𝑜𝑟𝑒 может существенно влиять на асиммет­
рию градиентов давления над и под экваториальной плоскостью, приводя тем
самым и к асимметрии выбросов в форме джетов.
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3.2 Начальные модели

В данной работе мы рассматриваем серии численных моделей МР-сверх­
новых с несимметричными магнитными полями. Во всех расчетах в качестве
начальных используется модель предсверхновой 35𝑂𝐶 для вращающейся замаг­
ниченной звезды с начальной массой в 35 𝑀⊙ из работы [153]. Данная модель
звезды достаточно часто используется в качестве начальных условий в иссле­
дованиях, посвященным МР-сверхновым (см., напр., двумерные расчеты [44;
47; 48; 154]). Радиус железного ядра звезды равен 2890 километров на момент
начала коллапса, а его масса равна 𝑀𝑐𝑜𝑟𝑒 ≈ 2.1𝑀⊙. В данной работе исполь­
зуется профиль вращения из одномерной модели эволюции [153], зависящий
от сферического радиуса, отношение вращательной энергии к гравитационной
𝑇/|𝑊 | ≂ 0.14%.

В качестве конфигурации магнитного поля мы задаем три различных ва­
рианта – суперпозицию дипольного и квадрупольного полей [48], смещенное
дипольное поле, а также суперпозицию дипольного поля и симметричного по
отношению к экватору тороидального поля [5; 155]. Вектор-потенциалы данных
конфигураций могут быть заданы в следующем виде

𝐴𝑑𝑖𝑝
φ = 𝑟

𝐵0,𝑑𝑖𝑝

2

𝑟30
(𝑟2 − 2𝑟 cos θ𝑧𝑜𝑓𝑓 + 𝑧2𝑜𝑓𝑓)

3/2 + 𝑟30
sin θ,

𝐴𝑞𝑢𝑎𝑑
φ = 𝑟

𝐵0,𝑞𝑢𝑎𝑑

2

𝑟40
𝑟4 + 𝑟40

cos θ sin θ,

𝐴𝑡𝑜𝑟
𝑟 = 𝑟

𝐵0,𝑡𝑜𝑟

2

𝑟30
𝑟3 + 𝑟30

cos θ.

(3.4)

Вектор-потенциалы 𝐴𝑑𝑖𝑝
φ и 𝐴𝑞𝑢𝑎𝑑

φ задают полоидальное магнитное поле дипольно­
го и квадрупольного типов, соответственно, а 𝐴𝑡𝑜𝑟

𝑟 – задает тороидальное поле.
Параметры 𝐵0,* (где символ * соответствует 𝑑𝑖𝑝,𝑞𝑢𝑎𝑑,𝑡𝑜𝑟) и 𝑟0 позволяют ре­
гулировать величину поля и степень его локализации по ядру звезды. Внутри
области 𝑟 ≪ 𝑟0 (для параметра смещения 𝑧𝑜𝑓𝑓 = 0) эти конфигурации полей
близки к однородным с индукцией 𝐵 ∼ 𝐵0, в то время как при 𝑟 ≫ 𝑟0 они спада­
ют с расстоянием как вакуумные конфигурации. Магнитное поле генерируется
электрическими токами при 𝑟 ≲ 𝑟0 с различными типами симметрии. Пара­
метр 𝑧𝑜𝑓𝑓 для потенциала диполя задает центр поля, смещенный относительно
центра звезды на расстояние 𝑧𝑜𝑓𝑓 вдоль оси вращения.
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Таблица 7 — Модели с различными полями в ядре предсверхновой. Модели
”𝐷𝑄” соответствуют суперпозиции дипольного и квадрупольного полей;
модели ”𝐷𝑜” отвечают смещенному дипольному полю; модели ”𝐷𝑇”

соответствуют суперпозиции дипольного и симметричного тороидального
полей. Детали см. в тексте.

модель параметры комментарий
𝐷𝑄− 1𝑒10 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 𝐵0,𝑞𝑢𝑎𝑑 = 1 · 1010 Гс дип. + квад.
𝐷𝑄− 2𝑒10 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 𝐵0,𝑞𝑢𝑎𝑑 = 2 · 1010 Гс дип. + квад.
𝐷𝑄− 5𝑒10 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 𝐵0,𝑞𝑢𝑎𝑑 = 5 · 1010 Гс дип. + квад.
𝐷𝑄− 1𝑒11 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 𝐵0,𝑞𝑢𝑎𝑑 = 1 · 1011 Гс дип. + квад.
𝐷𝑄− 3𝑒11 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 𝐵0,𝑞𝑢𝑎𝑑 = 3 · 1011 Гс дип. + квад.
𝐷𝑄− 6𝑒11 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 𝐵0,𝑞𝑢𝑎𝑑 = 6 · 1011 Гс дип. + квад.
𝐷𝑄− 1𝑒12 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 𝐵0,𝑞𝑢𝑎𝑑 = 1 · 1012 Гс дип. + квад.
𝐷𝑜− 3𝑒10 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 3 · 1010 Гс смещ. дип., 𝑧0 = 1500 км
𝐷𝑜− 2𝑒11 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 2 · 1011 Гс смещ. дип., 𝑧0 = 1500 км
𝐷𝑜− 1𝑒12 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 1 · 1012 Гс смещ. дип., 𝑧0 = 1500 км
𝐷𝑇 − 4𝑒10 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 4 · 1010 Гс дип. + тор., 𝐵0,𝑡𝑜𝑟 = 1013 Гс
𝐷𝑇 − 6𝑒10 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 6 · 1010 Гс дип. + тор., 𝐵0,𝑡𝑜𝑟 = 1013 Гс
𝐷𝑇 − 1𝑒11 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 1 · 1011 Гс дип. + тор., 𝐵0,𝑡𝑜𝑟 = 1013 Гс
𝐷𝑇 − 3𝑒11 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 3 · 1011 Гс дип. + тор., 𝐵0,𝑡𝑜𝑟 = 1013 Гс
𝐷𝑇 − 6𝑒11 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 6 · 1011 Гс дип. + тор., 𝐵0,𝑡𝑜𝑟 = 1013 Гс
𝐷𝑇 − 1𝑒12 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 1 · 1012 Гс дип. + тор., 𝐵0,𝑡𝑜𝑟 = 1013 Гс

В данной главе приведены результаты расчетов 16 несимметричных мо­
делей, перечисленных в Таблице 7. В ней модели ”𝐷𝑄” отвечают композиции
дипольного и квадрупольного полей одной величины. Параметр 𝑟0 = 2000 км
используется во всех ”𝐷𝑄”-моделях при 𝑧𝑜𝑓𝑓 = 0. При наличии квадрупольно­
го поля, мы также нормируем поля таким образом,чтобы энергии магнитного
поля внутри радиуса 𝑟0 была равной энергии чистого диполя с величиной поля
𝐵0,𝑑𝑖𝑝. ”𝐷𝑜” модели отвечают наличию смещенного магнитного диполя в ядре
звезды. Для них мы полагаем 𝑧𝑜𝑓𝑓 = 𝑟0 = 1500 км, чтобы рассмотреть конфигу­
рации с большим смещением относительно центра звезды. В 𝐷𝑄 и 𝐷𝑜 моделях
начальное магнитное поле локализовано, в основном, в северном полушарии,
где оба мультиполя имеют одинаковое направление, а смещение диполя всегда



87

направлено на север. Модели ”𝐷𝑇” имеют сильное симметричное тороидальное
поле с индукцией 𝐵0,𝑡𝑜𝑟 = 1013 Гс. Для них полагается 𝑟0 = 2000 км и 𝑧𝑜𝑓𝑓 = 0.

3.3 Используемые приближения для среды и учет слабых
процессов

Для исследования процессов анизотропии в МР-взрывах моделируются
нерелятивистские уравнения идеальной МГД для серий моделей, описанных в
предыдущем разделе. В численном моделировании мы использовали двумерных
аксиально симметричные (𝜕/𝜕φ = 0) уравнения в сферических координатах
(𝑟, θ,φ) с приближенными источниками для нейтринного охлаждения/нагрева
и самогравитацией. Решаемая система имеет следующий вид:

𝜕𝑡ρ+∇ · (ρv) = 0,

𝜕𝑡(ρ𝑣𝑟) +∇ ·
(︂
ρ𝑣𝑟v− 𝐵𝑟B

4π

)︂
+

𝜕𝑃𝑡𝑜𝑡

𝜕𝑟
= ρ

𝑣2θ + 𝑣2φ
𝑟

− 𝐵2
θ +𝐵2

φ

4π𝑟
− ρ𝜕Ψ

𝜕𝑟

𝜕𝑡(ρ𝑣θ) +∇ ·
(︂
ρ𝑣θv− 𝐵θB

4π

)︂
+

1

𝑟

𝜕𝑃𝑡𝑜𝑡

𝜕θ
=

ρ
𝑣2φ ctg θ− 𝑣𝑟𝑣θ

𝑟
+

𝐵𝑟𝐵θ −𝐵2
φ ctg θ

4π𝑟
− ρ

𝑟

𝜕Ψ

𝜕θ

𝜕𝑡(ρ𝑣φ) +∇ ·
(︂
ρ𝑣φv− 𝐵φB

4π

)︂
=

𝐵θ𝐵φ ctg θ−𝐵𝑟𝐵φ
4π𝑟

− ρ𝑣𝑟𝑣φ + 𝑣θ𝑣φ ctg θ

𝑟
,

𝜕𝑡𝐸 +∇ ·
(︂
(𝐸 + 𝑃𝑡𝑜𝑡)v− B(B · v)

4π

)︂
= −ρv · ∇Ψ+𝑄ν,

𝜕𝑡(ρ𝑌𝑒) +∇ · (ρ𝑌𝑒v) = 𝑅ν,

𝜕𝑡B−∇× (v×B) = 0,

ΔΨ = 4π𝐺ρ.

(3.5)
В этой системе выше решается дополнительное уравнение на долю неспа­

ренных электронов на один нуклон (далее – доля электронов, electron fraction)
𝑌𝑒 =

𝑛−
𝑒 −𝑛+

𝑒

Σ𝑖𝐴𝑖𝑛𝑖+𝑛𝑝+𝑛𝑛
, где 𝑛−

𝑒 , 𝑛
+
𝑒 , 𝑛𝑖, 𝑛𝑝, 𝑛𝑛 – концентрации электронов, позитронов,

ядер, протонов и нейтронов, соответственно, а 𝐴𝑖 — массовое число ядер), 𝑅ν
— член, определяющий изменение 𝑌𝑒 за счёт слабых процессов, 𝑄ν – источни­
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ковый член в уравнении энергии, определяющий охлаждение и нагрев среды
за счет излучения и поглощения нейтрино.

Для всех моделей мы использовали уравнение состояния Shen [156] при
плотностях ρ > 108 г/см3 с учетом различных ядер в равновесии, электронов,
позитронов и чернотельного излучения. Данное уравнение состояния плотного
вещества основано на минимизации свободной энергии барионного вещества при
наличии взаимодействия между нуклонами, описываемого в приближении ре­
лятивистской теории среднего поля. В настоящий момент уравнение состояния
[156] удовлетворяет всем наблюдательным и экспериментальным ограничени­
ям на плотное вещество в плотностями порядка плотности атомного ядра. Для
более низких плотностей мы использовали уравнение состояния с электрона­
ми, позитронами, идеальным Больцмановским газом барионов и чернотельным
излучением с фиксированным составом, определяемым на граничной плотно­
сти ρ = 108 г/см3. Результирующая таблица была построена в работе [157] и
находится в открытом доступе.

Самогравитация моделируется методом разложения по сферическим
функциям, предложенном в работе [144] с поправкой на эффекты общей тео­
рии относительности из работы [145] для монопольного члена.

Для моделирования нейтринной физики во всех моделях используется
схема нейтринных потерь/нагрева для электронных нейтрино и антинейтрино,
следуя работе [157] без учета µ,τ-нейтрино и давления захваченных нейтрино.
В цитируемой работе, на стадии коллапса до отскока ядра используется аппрок­
симационная формула для описания нейтронизации вещества, разработанная в
работе [158], а после коллапса применяется модель на основе работ [159; 160],
в которых рассматриваются отдельно оптически тонкая и толстая области, а
затем между ними проводится гладкая интерполяция для получения источни­
ковых членов 𝑅ν и 𝑄ν в (3.5). В оптически тонкой области, откуда нейтрино
могут свободно вылетать без взаимодействия с веществом, учитываются бета­
захваты на нуклонах, а также тепловые процессы, в которых рождаются пары
нейтрино-антинейтрино – распад плазмона и аннигиляция электрона и позитро­
на [160]. В оптически толстой области строится одномерная модель диффузии
нейтрино [159], в которой в качестве источников непрозрачности учтены процес­
сы рассеяния на нуклонах и тяжелых ядрах, а также поглощение нуклонами.
Член 𝑅ν учитывает изменение химического состава в слабых процессах, а 𝑄ν

включает охлаждение [159] и нагрев вещества. Последний член важен после



89

отскока ядра и берется из работы [161] для реакций поглощения нейтрино/ан­
тинейтрино нуклонами в оптически тонком приближении. Данная схема учета
нейтрино позволяет качественно (и частично - количественно) учесть все ос­
новные процессы в оболочке сверхновых – нейтронизацию вещества на стадии
коллапса за счет урка-процессов, формирование оптически толстой области с
захваченными нейтрино, возникновение конвективно неустойчивого слоя с от­
рицательным градиентом доли электронов за фронтом ударной волны отскока
и формирование области с нейтринным нагревом за нейтриносферой.

Мы моделируем уравнения МГД, используя разработанный комплекс
программ, описанный в Главе 2. Для всех моделей мы использовали явный
конечно-объемный метод Годуновского типа с приближенным решением задачи
о распаде разрыва по методу 𝐻𝐿𝐿𝐷 [104] в форме [162]. Для повышения поряд­
ка точности схемы использовался кусочно-параболический метод 𝑃𝑃𝑀5 [84] с
пятом порядком аппроксимации по пространству и метод 𝑅𝐾3 [105] с третьим
порядком аппроксимации по времени. Для очистки дивергенции магнитного по­
ля на сетке использовался метод обобщенного множителя Лагранжа из работы
[103]. Сеточное разрешение для всех моделей составляет 𝑁𝑟 = 360, 𝑁θ,𝑚𝑎𝑥 = 128

вдоль направлений 𝑟 и θ, соответственно (0 ⩽ 𝑟 ⩽ 47.000 км, 0 ⩽ θ ⩽ π). Ра­
диальная сетка для 𝑟 ⩽ 14 км равномерна с размером ячейки Δ𝑟 = 500 м.
Для 14 км ⩽ 𝑟 ⩽ 47.000 км задана логарифмическая сетка с Δ𝑟𝑖 = 𝑟𝑖−1

π
𝑁θ

(𝑖
– радиальный индекс ячейки). В направлении θ используется древесная сетка
с начальным разрешением 𝑁θ,1 = 2 при 𝑖 = 1, и до 𝑟 ≈ 14 км разрешение
по углу возрастает до 𝑁θ,𝑚𝑎𝑥 = 128 так, чтобы сохранить отношение сторон
расчетной ячейки порядка единицы. Таким образом можно ослабить ограниче­
ние КФЛ из-за сходимости размеров ячеек к центру координат, не прибегая к
грубому одномерному подходу во внутренних областях нейтронной звезды при
𝑟 ≲ 10 км (см. Главу 2).

3.4 Результаты расчетов

Этап коллапса происходит в основном сферически-симметрично до позд­
них стадий, когда центробежная сила становится важной. Время отскока ядра
(core bounce) почти не зависит от величины магнитного поля и его конфигура­
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ции и составляет около 320 миллисекунд с момента начала коллапса. В целом
все модели показывают обычную динамику для МР-сверхновых. После стадии
коллапса и формирования ударной волны отскока тороидальное поле начина­
ет усиливаться во всех слоях протонейтронной звезды (PNS) и окружающей
среды. Формирование конвективно нестабильного слоя происходит [33] после
отскока, в области, где градиент доли электронов 𝑑𝑌𝑒

𝑑𝑟 < 0. В этом слое, который
формируется от внутренних 10 км до примерно 50 км, происходит конвектив­
ный эффект вытеснения магнитного потока (convective flux expulsion, см. [143;
163]), что приводит к ослаблению магнитного поля внутри конвективной зоны и
его выталкиванию к границам конвективного слоя за время эволюции системы
после отскока. Формирование такой магнитной структуры почти не зависит от
начальной конфигурации поля перед коллапсом.

Магнитное поле в двумерной постановке, рассмотренной здесь, может рас­
ти после отскока за счет накрутки силовых линий (доминирующий процесс),
влияния магнитовращательной неустойчивости, а также падения вещества с
периферии ядра ввиду сохранения магнитного потока. При увеличении магнит­
ного поля градиент магнитного давления приводит к МР-взрыву и формованию
струйных выбросов. Время начала взрыва сильно зависит от значения начально­
го полоидального магнитного поля. В моделях с самым высоким начальным
полем 𝐵𝑝 ∼ 1012 Гс, взрыв и формирование джетов начинается почти сразу,
со временем взрыва 𝑡𝑒𝑥𝑝𝑙 < 30 мс. Для слабого полоидального поля перед кол­
лапсом 𝐵𝑝 ∼ 1010 Гс стадия взрыва начинается позже, и оболочка начинает
расширяться при 𝑡𝑒𝑥𝑝𝑙 ∼ 400 мс после отскока ядра. Протонейтронные звезды
в расчетах формируются с достаточно большими массами порядка ∼ 2.2𝑀⊙,
основная их часть набирается в первые 400 мс после отскока ввиду оседания
вещества внешней части ядра (см. также расчеты [47]).

Мы рассчитываем энергию МР-взрывов, используя следующую формулу:

𝐸𝑒𝑥𝑝𝑙 =

∫︁
𝐸+ρΨ>0

(𝐸 + ρΨ)𝑑𝑉, (3.6)

где 𝐸 = ρv2
2 + B2

8π + ρ𝑒𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚, и интегрирование выполняется по области, где ве­
щество имеет локальную положительную энергию, включая гравитационную
энергию связи. Значение скорости кика 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘 рассчитывается, предполагая со­
хранение импульса во время взрыва:

𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘 = − 1

𝑀𝑃𝑁𝑆

∫︁
𝐸+ρΨ>0

ρ𝑣𝑧𝑑𝑉 = −𝑝𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡,𝑧
𝑀𝑃𝑁𝑆

. (3.7)
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Масса ПНЗ 𝑀𝑃𝑁𝑆 рассчитывается как объемный интеграл по области, где плот­
ность превышает 1011 г/см3; 𝑝𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡,𝑧 — это компонента импульса выброшенного
вещества вдоль оси 𝑧. Определение значения скорости кика в (3.7) аналогично
работе [5]. Скорость, приобретаемая ПНЗ, значительно меньше скорости вы­
бросов, приводящих ее в движение: скорость равна нескольким сотням км/с
для ПНЗ относительно нескольких десятков тысяч км/с скорости джетов [62].
Поэтому движение ПНЗ в расчетах не учитывается и отсутствует на рисунках
ниже. Магнитные силы, приводящие к МР-взрывву, концентрируются в окрест­
ности ПНЗ, и система работает аналогично ”реактивному двигателю”, приводя
к истечениям различной интенсивности относительно экваториальной плоско­
сти. Благодаря сохранению импульса мы можем косвенно оценить скорость
ПНЗ по выброшенному импульсу из обоих полушарий согласно уравнению (3.7).

Уровень асимметрии взрыва представлен величиной 𝐴𝐸 следующим об­
разом:

𝐴𝐸 =
𝐸𝑁 − 𝐸𝑆

𝐸𝑁 + 𝐸𝑆
, (3.8)

где 𝐸𝑁 и 𝐸𝑆 — части энергии в выброшенном веществе из северного и юж­
ного полушарий, соответственно. Это значение находится в диапазоне (−1,1).
Положительные значения 𝐴𝐸 соответствуют случаю, когда взрыв в северном
направлении сильнее, в то время как отрицательные значения соответствуют
более сильному взрыву в южном полушарии. Нулевое значение 𝐴𝐸 определяет
экваториально-симметричный взрыв. Знак скорости кика ПНЗ противополо­
жен знаку 𝐴𝐸.

Кинетическая энергия кика ПНЗ очень мала по сравнению с энергией
взрыва сверхновой. Так, например, 𝐸𝑘𝑖𝑐𝑘 ≃ 6.75 · 1047 эрг для массы НЗ 1.5𝑀⊙

и 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘 = 300 км/с, тогда как энергия взрыва в расчетах составляет 𝐸𝑒𝑥𝑝𝑙 ∼ 1051

эрг. В этом случае необходимо убедиться, что анизотропия, связанная с числен­
ными ошибками, достаточно мала и не вызывает искусственной асимметрии
взрыва. Для этого мы смоделировали МР-взрыв с симметричным магнитным
полем. Мы рассмотрели модель с чисто дипольным полем, с параметрами
𝐵0 = 1012 Гс, 𝑟0 = 2000 км и 𝑧𝑜𝑓𝑓 = 0 в (3.4), которая далее обозначается
как ”𝐷0 − 1𝑒12”. Энергия взрыва в этой модели составляет 𝐸𝑒𝑥𝑝𝑙 ≃ 1.11 · 1051

эрг, а скорость ПНЗ 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘 ≃ 6.46 км/с через 661 мс после отскока ядра. Следова­
тельно, уровень численной анизотропии достаточно низок, чтобы можно было
делать прогнозы относительно асимметрии выброса в расчетах.
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3.4.1 Суперпозиция дипольного и квадрупольного магнитных
полей

Энергии взрывов, скорости ПНЗ и значения анизотропии взрыва, полу­
ченные для суперпозиции дипольных и квадрупольных полей, представлены в
Таблице 8. На Рис. 3.1 показана зависимость энергий взрывов и скоростей кика
ПНЗ от времени после отскока для моделей 𝐷𝑄 из Таблицы 7.

Таблица 8 — Результаты моделирования для моделей с суперпозицией
дипольных и квадрупольных полей. Показаны энергии взрывов, скорости
кика ПНЗ и значения анизотропии 𝐴𝐸. Финальные времена после отскока для
всех моделей указаны в последнем столбце в миллисекундах.

модель 𝐸𝑒𝑥𝑝𝑙, 1051 эрг 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘, км/с 𝐴𝐸 𝑡𝑓𝑝.𝑏., мс
𝐷𝑄− 1𝑒10 0.715 -465.5 0.793 1300
𝐷𝑄− 2𝑒10 0.814 -476.7 0.696 1300
𝐷𝑄− 5𝑒10 0.802 -451.6 0.665 1300
𝐷𝑄− 1𝑒11 0.731 -311.1 0.532 1300
𝐷𝑄− 3𝑒11 0.621 -133.2 0.206 1176
𝐷𝑄− 6𝑒11 0.770 -31.45 -0.026 1065
𝐷𝑄− 1𝑒12 1.151 181.0 -0.277 843

Во всех моделях 𝐷𝑄 джеты формируются сначала в северном полушарии,
где суммируются мультипольные компоненты. Однако в случаях сильных маг­
нитных полей в моделях с 𝐵0 = 6 · 1011 и 1012 Гс морфология взрывной волны
развивается иначе, чем в моделях с меньшими значениями 𝐵0.

На Рис.3.1 (левая часть) мы видим, что энергия взрыва плавно возрас­
тает для больших полей при 𝐵0 ≳ 6 · 1011 Гс. Для меньших значений 𝐵0

эта зависимость становится хаотичной и концентрируется вокруг предельной
кривой, которая кажется независимой от 𝐵0. Такое поведение может быть
связано с усилением магнитного поля под действием определенного типа магни­
товращательной неустойчивости [52; 164] (неустойчивости типа Тайлера, т.е. с
доминированием тороидального магнитного поля), наблюдаемой в более ранних
расчетах [41; 42], вместе с падением замагниченного вещества после отско­
ка ядра. Эта неустойчивость развивается при меньших 𝐵0 и характеризуется
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Рисунок 3.1 — Интегральные характеристики для конфигураций с дипольным
и квадрупольным магнитными полями в зависимости от времени после

отскока: левая панель – энергия взрыва, правая панель – скорость кика ПНЗ.

быстрым ростом хаотического магнитного поля, которое в конечном итоге пре­
вышает 𝐵0. Чтобы проиллюстрировать рост поля для случаев параметра 𝐵0 от
слабого до среднего (модели от 𝐷𝑄 − 1𝑒10 до 𝐷𝑄 − 3𝑒11), на Рис. 3.2 пред­
ставлена эволюция полоидальной магнитной энергии в ПНЗ для северного и
южного полушарий для модели 𝐷𝑄 с 𝐵0 = 5 · 1010 Гс.
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Рисунок 3.2 — Усредненная плотность полоидальной магнитной энергии в
областях 0 < 𝑟 < 10 км (синие линии), 10 км < 𝑟 < 20 км (красные

штрих-пунктирные линии) и 20 км < 𝑟 < 30 км (желтые штриховые линии)
внутри ПНЗ как функция времени после отскока в модели 𝐷𝑄− 5𝑒10. Левая

панель – северное полушарие, правая панель – южное полушарие.

В первые 200 − 250 мс после отскока ядра полоидальное поле плавно
нарастает в областях с 𝑟 < 30 км в обоих полушариях за счет падения на­
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магниченного вещества из внешних частей ядра. Через 250 мс поле быстро
усиливается в области 10 км < 𝑟 < 20 км от центра звезды (см. красные
кривые на рис. 3.2). Тороидальная составляющая становится доминирующей
в структуре поля вскоре после отскока, и более вероятно, что полоидальное
поле растет с 𝑡𝑝.𝑏. ≳ 250 мс в обоих полушариях из-за неустойчивости типа
Тайлера. Эту неустойчивость хорошо видно по экспоненциальному росту поло­
идального поля в южном полушарии (правая часть Рис.3.2). Результирующее
северное полоидальное поле остается более сильным, чем южное, во всех моде­
лях поля от низкого до среднего (𝐵0 < 6 · 1011 Гс). В результате накрученное
тороидальное поле обеспечивает более сильный градиент магнитного давления
на севере. Это приводит к более сильному северному выбросу и отрицательной
скорости ПНЗ (см. рис. 3.1). Усиление поля в моделях со слабыми и средними
магнитными полями насыщается и начинает эффективно производить энергию
МР-взрывов при 𝑡𝑝.𝑏. ∼ 500 мс.

В моделях 𝐷𝑄− 6𝑒11 и 𝐷𝑄− 1𝑒12 направление скорости ПНЗ меняется
для наибольших магнитных полей. Для модели с 𝐵0 = 1012 Гс усиление поля во
времени показано на Рис. 3.3. В этом случае рост северного тороидального по­
ля, создаваемого накруткой, сильно влияет на угловую скорость, уменьшая ее.
Северный выброс запускается в ∼ 20 мс после отскока из-за высокого градиен­
та магнитного давления в области максимального градиента угловой скорости
на расстоянии ∼ 10 км от центра звезды. В соответствующем южном регионе
полоидальное поле быстро растет в течение первых 70 мс после отскока, что
приводит к последующему росту тороидального поля за счет накручивания (см.
правую панель рис. 3.3). Рост магнитного поля в пределах 𝑟 ≲ 20 км приводит
к запуску южного джета к ∼ 80 мс после отскока ядра, который становится бо­
лее интенсивным, чем северный. Согласно Рис. 3.1 (черные сплошные линии),
при 𝑡 ≳ 200 мс мы наблюдаем более сильный южный выброс и положительную
скорость кика ПНЗ. Экспоненциальный рост магнитного поля под действием до­
минирующего тороидального поля в дифференциально вращающейся области
изучался Х.Спруитом [164]. Экспоненциальная функция показана на правой
панели Рис. 3.3, чтобы проиллюстрировать быстрый рост поля.

На Рис.3.4 показана временная эволюция распределения энтропии для
начального магнитного поля 𝐵0 = 3 ·1011 Гс. В этом случае МР-механизм начи­
нает запускать струйные выбросы примерно через ∼ 80 мс после отскока ядра.
Возникающий северный джет в результате остается сильнее. На правой пане­
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Рисунок 3.3 — Усредненная плотность полоидальной (сплошные линии) и
тороидальной (пунктирные линии) магнитных энергий в областях 0 < 𝑟 < 10

км (синие линии) и 10 км < 𝑟 < 20 км (красные линии) внутри ПНЗ как
функция времени после отскока в модели 𝐷𝑄− 1𝑒12. Левая панель – северное
полушарие, правая панель – южное полушарие. Экспоненциальная функция

(черная штрих-пунктирная линия) изображена на правой панели для
иллюстрации быстрого роста полоидального поля в южном полушарии.

ли энтропия южного джета больше из-за его меньшей плотности. Все модели
демонстрируют струйные структуры с высокой энтропией и умеренной колли­
мацией для слабого магнитного поля. Коллимация струи растет с увеличением
𝐵0. При 𝐵 = 1012 Гс мы наблюдаем более энергичный южный джет, в отличие
от случаев с меньшими магнитными полями.

Логарифм абсолютного значения полоидального поля в окрестности ПНЗ
в модели 𝐷𝑄−3𝑒11 представлен на Рис. 3.5 для различных времен после отско­
ка. Сразу после коллапса видна асимметричная структура полоидального поля
(Рис. 3.5, левая панель) с более сильным полем над экватором, наследованным
от конфигурации поля до коллапса. В более поздние моменты времени хаотиче­
ские движения жидкости в области радиусом ∼ 50 км, связанные с возможным
развитием МВН вместе с конвективными движениями, искажают полоидальное
поле. В областях 2 линии поля более сложны из-за более выраженного начала
хаотического движения. В конечном итоге поле остается сильнее в северном
направлении, приводя к более сильному северному выбросу с отрицательной
скоростью кика.
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Рисунок 3.4 — Удельная энтропия (в единицах 𝑘𝐵/𝑚𝑢) для модели 𝐷𝑄− 3𝑒11

в разные моменты времени: левая панель – 𝑡𝑝.𝑏. = 84 мс, центральная панель –
𝑡𝑝.𝑏. = 350 мс, правая панель – 𝑡𝑝.𝑏. = 896 мс. Масштаб пространственных осей

указан в единицах 1000 км.

Рисунок 3.5 — Логарифм абсолютного значения полоидального магнитного
поля (Гс) в окрестности ПНЗ для модели 𝐷𝑄− 3𝑒11 с 𝐵0 = 3 · 1011 Гс в

разные моменты времени после отскока: левая панель: 𝑡𝑝.𝑏. = 14 мс,
центральная панель: 𝑡𝑝.𝑏. = 350 мс, правая панель: 𝑡𝑝.𝑏. = 896 мс. Черные

кривые показывают линии полоидального поля. Круг в центре обозначает
радиус 10 км. Расстояние от центра звезды в цилиндрических координатах
указано на осях в километрах. На левой панели дипольная и квадрупольная
части магнитного поля суммируются вблизи северного полюса в области 1. В

областях 2 линии поля более сложны из-за более выраженного начала
хаотического движения.
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В результате анализа 𝐷𝑄− моделей установлена следующая динами­
ка моделируемых МР-взрывов. Для начальных магнитных полей от низких
до средних усиление поля развивается в обоих полушариях, и значения ре­
зультирующих полей следуют значениям начальных полей. Поэтому градиент
магнитного давления на севере остается более сильным, а формирующиеся
джеты также сильнее в северном направлении. При больших значениях 𝐵0 по­
лоидальное поле не усиливается выше экватора, а быстрый рост поля выражен
ниже экваториальной плоскости, что приводит к более сильному истечению от­
туда. Такое изменение асимметрии выбросов и сопутствующих им скоростей
ПНЗ в зависимости от величины начального магнитного поля хорошо видны
на Таблице 8.

3.4.2 Смещенное дипольное магнитное поле

Случай смещенного диполя в ядре звезды перед коллапсом качественно
близок к случаю с суперпозицией дипольного и квадрупольного полей, и три
рассчитанных модели в этом подразделе показывают схожую динамику. Этот
факт ожидаем, поскольку смещенную конфигурацию можно разложить в ряд
по мультиполям с большим вкладом от мультиполей старших порядков при
увеличении параметра смещения 𝑧𝑜𝑓𝑓 . Как и в моделях 𝐷𝑄, мы получаем дже­
тообразные взрывы с разной интенсивностью в южном и северном полушариях.

Таблица 9 — Результаты расчетов для моделей со смещенным на север
дипольным магнитным полем. Показаны энергии взрыва, скорости кика ПНЗ
и параметр анизотропии 𝐴𝐸. В последнем столбце приведены финальные
времена после отскока.

модель 𝐸𝑒𝑥𝑝𝑙, 1051 эрг 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘, км/с 𝐴𝐸 𝑡𝑓𝑝.𝑏., мс
𝐷𝑜− 3𝑒10 0.599 -337.9 0.683 1300
𝐷𝑜− 2𝑒11 0.457 -124.5 0.332 1188
𝐷𝑜− 1𝑒12 1.007 115.5 -0.151 1073

Во всех моделях джет появляется раньше в той части, где значение маг­
нитного поля было больше в момент начала коллапса (северное полушарие).
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Энергии, скорости кика и значения анизотропии взрыва для моделей 𝐷𝑜 пред­
ставлены в Таблице 9. На Рис. 3.6 показаны зависимости энергий и скоростей
кика ПНЗ от времени после отскока. Для моделей 𝐷𝑜 мы получили, что на­
правление кика меняется с изменением значения исходного поля 𝐵0. Поэтому
возникающая струя сильнее из полушария с более сильной начальной маг­
нитной энергией при меньших значениях 𝐵0 и меняет свое направление при
наибольшем 𝐵0, как в моделях 𝐷𝑄.
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Рисунок 3.6 — Интегральные характеристики для конфигураций со
смещенными дипольными магнитными полями как функции времени после

отскока: левая панель показывает энергию взрыва, правая панель показывает
скорость ПНЗ.

Параметр 𝑟0 в (3.4), характеризующий локализацию поля, был взят мень­
шим в моделях 𝐷𝑜, чем в соответствующих моделях 𝐷𝑄. В результате мы
начинаем с меньшим количеством магнитной энергии до коллапса, и в результа­
те взрывы слабее в моделях 𝐷𝑜 при том же 𝐵0, чем в 𝐷𝑄 моделях. Из сравнения
Таблиц 8 и 9 видно, что скорости кика в моделях 𝐷𝑜 ниже при слабых 𝐵0, чем
для 𝐷𝑄. При слабых полях асимметрия магнитного поля приводит к форми­
рованию более энергичного северного джета. При наибольшем рассчитанном
𝐵0 = 1012 Гс южный джет становится сильнее, как и в моделях 𝐷𝑄, что сле­
дует из сравнения Рис. 3.1 и 3.6

Генерация кика для сильно замагниченной ПНЗ была исследована в рабо­
те [150] для начального дипольного поля 𝐵0 порядка 5 · 1013 Гс. Формирование
импульса ПНЗ было связано со смещенным положением диполя. Во всех ва­
риантах более сильный джет имел направление вдоль смещения поля, т.е.
в полушарии с большей магнитной энергией. Этот результат отличается от
наших расчетов, см. Рис.3.6 и Таб.9. Различие может быть связано с очень
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Рисунок 3.7 — Удельная энтропия (в единицах 𝑘𝐵/𝑚𝑢) для модели 𝐷𝑜− 3𝑒10

в разные моменты времени: левая панель – 𝑡𝑝.𝑏. = 233 мс, центральная панель
– 𝑡𝑝.𝑏. = 401 мс, правая панель – 𝑡𝑝.𝑏. = 800 мс. Масштаб пространственных

осей приведен в единицах 1000 км.

сильным начальным магнитным полем в работе [150]. Оно могло подавить все
МГД-неустойчивости, развивающиеся в наших расчетах, что изменило направ­
ление импульса. В наших расчетах с более слабыми полями неустойчивости
развиваются в обоих полушариях, приводя к более сильному джету в север­
ном направлении, т.е. в области с большим полем. В нашем случае сильного
поля 𝐷𝑜− 1𝑒12 неустойчивость не успевает развиваться в северном полушарии
с большим полем, но развивается в противоположном полушарии, усиливая
там магнитное поле и приводя к возникновению более сильного джета в про­
тивоположном направлении. Таким образом, результирующий джет сильнее из
полушария с большей начальной магнитной энергией для меньших значений
𝐵0 и меняет направление для больших 𝐵0.

3.4.3 Суперпозиция дипольного и симметричного тороидального
магнитных полей

Случай начальной суперпозиции дипольного поля и сильной тороидаль­
ной компоненты перед коллапсом развивается иначе, чем первые два варианта.
Асимметрия здесь не задается с самого начала, а появляется в дифферен­
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циально вращающейся звезде из-за начальной разницы в типах симметрии
полоидального и тороидального полей [69]. Нарушение зеркальной симметрии
после начала коллапса в присутствии дифференциального вращения заклю­
чается в более быстром увеличении тороидального поля в одном (южном)
полушарии и более медленном в другом (северном).

Во всех моделях 𝐷𝑇 величина начального тороидального поля была
𝐵0,𝑡𝑜𝑟 = 1013 Гс в формуле (3.4).

Таблица 10 — Результаты расчетов для моделей с суперпозицией дипольного и
тороидального полей. Показаны энергии взрыва, скорости кика ПНЗ и
значения анизотропии 𝐴𝐸. Финальные моменты времени после отскока
указаны в последнем столбце.

модель 𝐸𝑒𝑥𝑝𝑙, 1051 эрг 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘, км/с 𝐴𝐸 𝑡𝑓𝑝.𝑏., мс
𝐷𝑇 − 4𝑒10 0.559 -256.5 0.528 1300
𝐷𝑇 − 6𝑒10 0.532 -279.1 0.577 1200
𝐷𝑇 − 1𝑒11 0.521 -212.4 0.448 1052
𝐷𝑇 − 3𝑒11 0.682 -56.21 0.040 1038
𝐷𝑇 − 6𝑒11 1.351 -14.10 -0.014 1024
𝐷𝑇 − 1𝑒12 2.269 10.57 -0.035 1015

Энергии, величины кика ПНЗ и значения анизотропии взрыва представ­
лены в Таблице 10. На рис. 3.8 показана зависимость энергий и скоростей кика
от времени после отскока. Модели можно разделить на две группы. Первая
группа моделей с начальными дипольными полями 4𝑒10, 6𝑒10, 1𝑒11 Гс в Таб­
лице 10 показывают схожие свойства взрыва с промежуточными значениями
асимметрии и скоростей кика, направленными на юг. Во второй группе моде­
лей с высокими магнитными полями 3𝑒11, 6𝑒11, 1𝑒12 Гс получено уменьшение
асимметрии взрывных волн и исчезновение скорости кика. В последних моде­
лях 𝐷𝑇 − 6𝑒11 и 𝐷𝑇 − 1𝑒12 с наибольшим полем скорость ПНЗ находится
в пределах погрешности численной точности, и их можно рассматривать как
симметричные взрывы без кика.

Модели из первой группы показывают схожие свойства динамики взры­
ва. Эволюция магнитного поля проиллюстрирована на Рис. 3.9 для модели
𝐷𝑇 − 6𝑒10. В момент отскока ядра тороидальное поле представляет собой сжа­
тую конфигурацию, унаследованную в основном от исходного тороидального
поля, где оно имеет четную структуру относительно экватора (левая панель
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Рисунок 3.8 — Интегральные характеристики для конфигураций с
суперпозицией дипольных и тороидальных полей как функции времени после
отскока: левая панель — энергия взрыва, правая панель — скорость кика ПНЗ.

Рис. 3.9). В момент отскока полоидальное поле приобретает более сложную
форму. Внутри области радиусом 10 км от центра магнитное поле вогнутое отно­
сительно центра звезды, в то время как снаружи оно имеет выпуклую структуру
(см. также [143; 163]). Накрутка антисимметричного дипольного поля за счет
дифференциального вращения производит антисимметричную тороидальную
компоненту, которая растет со временем. Антисимметричное сгенерированное
тороидальное поле во внутренней части (радиусом 𝑟 ⩽ 10 км) ПНЗ и поле в
областях с радиусом 𝑟 > 10 км имеют разные знаки (центральная панель Рис.
3.9, 𝑡𝑝.𝑏 = 254 мс). Общая структура магнитного поля напоминает конфигу­
рацию "скрученного тора"[165] с доминированием тороидальной компоненты.
Наибольший градиент магнитного давления находится в областях выше эквато­
ра (см. круги на Рис. 3.9), где 𝐵𝑠𝑦𝑚

φ,𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟 и 𝐵𝑎𝑠𝑦𝑚
φ,𝑤𝑖𝑛𝑑 имеют одинаковый знак внутри

внутренней области радиусом 10 км, и где распределение тороидального поля
проходит через ноль. Это приводит к более резкому градиенту тороидально­
го магнитного давления по сравнению с аналогичной областью ниже экватора.
Градиент магнитного давления сильнее в северном полушарии, и поэтому север­
ное джетообразное истечение становится сильнее южного. В моделях 𝐷𝑇−4𝑒10,
𝐷𝑇 − 6𝑒10 и 𝐷𝑇 − 1𝑒11 получены значения асимметрии 𝐴𝐸 ∼ 0.5 и скорости
кика 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘 ∼ 200 − 300 км/с на финальных этапах расчетов.

В моделях с самыми сильными полоидальными полями 𝐷𝑇 − 3𝑒11,
𝐷𝑇 − 6𝑒11 и 𝐷𝑇 − 1𝑒12 сгенерированное антисимметричное тороидальное
поле становится сильнее симметричного сжатого тороидального поля внутри
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Рисунок 3.9 — Распределение магнитного поля в окрестности ПНЗ в разные
времена после отскока в модели 𝐷𝑇 − 6𝑒10 (левая панель — 9 мс после

отскока, центральная панель — 254 мс, правая панель — 646 мс). Расстояние
от центра звезды в цилиндрических координатах нанесено на оси в

километрах, в то время как цветовая палитра соответствует значению
тороидального поля в единицах 1015 Гс. Черные контуры соответствуют

линиям полоидального магнитного поля. Область с наибольшим градиентом
магнитного давления находится в северном полушарии, отмечена

фиолетовыми кругами на центральной панели.

ПНЗ. Первоначально возникшая асимметрия поля слишком мала для созда­
ния заметной асимметрии джетов, которая уменьшается за счет намотанного
антисимметричного поля с почти равными модулями индукции над и под эк­
ваториальной плоскостью. В результате формируются почти симметричные
выбросы, см. Таблицу 10. Небольшая асимметрия джета и небольшая скорость
ПНЗ ожидаются также в случае, когда начальное тороидальное поле достаточ­
но велико, и нарушение симметрии накрученного поля мало.

Для иллюстрации морфологии МР-взрывов в моделях типа 𝐷𝑇 удельная
энтропия потока для модели 𝐷𝑇 − 6𝑒10 изображена на Рис.3.10 на разных ста­
диях взрыва. В начале стадии взрыва джеты формируются почти одновременно
и с незначительными асимметриями (см. левую и центральную панели на Рис.
3.10). Существенная экваториальная анизотропия взрыва накапливается толь­
ко после распространения джетов на несколько тысяч километров от центра
(правая панель на Рис. 3.10), в отличие от моделей типа 𝐷𝑄 и 𝐷𝑜, где дже­
ты формируются в разное время. Отметим, что для высоких магнитных полей
перед коллапсом из второй группы форма выбрасываемого вещества остается
почти симметричной относительно экватора в течение всего времени расчета.

Из Таблицы 10 и Рис. 3.9 видно, что импульс направлен (в противополож­
ную сторону к асимметрии джета) в сторону, где тороидальное магнитное поле
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Рисунок 3.10 — Удельная энтропия (в единицах 𝑘𝐵/𝑚𝑢) для модели
𝐷𝑇 − 6𝑒10 в разные времена: левая панель — 𝑡𝑝.𝑏. = 142 мс, центральная

панель — 𝑡𝑝.𝑏. = 254 мс, правая панель — 𝑡𝑝.𝑏. = 648 мс. Масштаб
пространственных осей указан в тысячах километров.

увеличивается, в отличие от простой модели [69], где полоидальное поле всегда
сохраняет свою выпуклую форму. Вогнутая форма полоидального поля, приоб­
ретенная после коллапса, приводит к изменению направления намотанного поля
и направления импульса. Для проверки этого объяснения мы провели построе­
ние упрощенной модели с искусственно индуцированным выпуклым магнитным
полем после отскока ядра. Для задания распределения магнитного поля мы ис­
пользовали формулу (3.4) с параметрами 𝐵0,𝑑𝑖𝑝 = 4 · 1014 Гс, 𝐵0,𝑡𝑜𝑟 = 2 · 1016

Гс и 𝑟0 = 40 км. Энергия взрыва и скорость кика для этой модели вместе
с распределением энтропии на 𝑡𝑝.𝑏. ≈ 300 мс представлены на Рис. 3.11. Эк­
ваториальная асимметрия выброса, сформированная здесь во взрыве, имеет
направление, противоположное тому, которое создается вогнутым полоидаль­
ным полем, а направление импульса соответствует модели [69].

3.5 Заключение к Главе 3

В данной Главе изложены результаты исследований генерации скорости
протонейтронной звезды при взрыве сверхновой, вызванной МГД-процессами в
рамках МР-механизма. Были изучены три возможных варианта. Первый – это
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Рисунок 3.11 — Свойства взрыва тестовой модели с искусственно
индуцированными полоидальными и тороидальными полями после коллапса.
Левая панель — эволюция энергии взрыва, центральная панель — эволюция

скорости кика, правая панель — распределение энтропии (𝑘𝐵/𝑚𝑢) на
𝑡𝑝.𝑏. ≈ 300 мс. Масштаб осей на правой панели указан в тысячах километров.

суперпозиция квадрупольного и дипольного магнитных полей в ядре звезды­
предсверхновой, второй случай – с начальным смещенным дипольным полем,
и третий – рассматривающий дипольное поле вместе с симметричной торои­
дальной компонентой перед коллапсом ядра. Из-за асимметрии в джетах из
сколлапсировавшего ядра МР механизм может объяснить возникновение скоро­
сти протонейтронной звезды до ∼ 500 км/с, приобретенной в первые несколько
секунд после отскока ядра. В большинстве промоделированных случаев ско­
рость ПНЗ не насыщается и может увеличиться до более высоких значений
на более поздних временах. Зависимость скорости импульса от магнитного по­
ля показана на Рис. 3.12 для трех семейств моделей в финальные моменты
симуляций.

Для моделей 𝐷𝑄 и 𝐷𝑜 было обнаружено, что наибольшая асимметрия
взрыва возникает при наиболее слабых магнитных полях перед коллапсом с
𝐵 ≳ 1010 Гс (с 𝐴𝐸 ∼ 0.7 − 0.8), и уменьшается с увеличением полоидального
магнитного поля. То же самое касается и скорости ПНЗ, которая имеет макси­
мальные абсолютные значения 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘 ∼ 480 км/с для 𝐷𝑄 − 2𝑒10 и ∼ 340 км/с
для 𝐷𝑜− 3𝑒10. С увеличением начальной величины полоидального поля анизо­
тропия взрыва и скорость кика уменьшаются до нуля, а затем меняют знак и
начинают расти в другую сторону. Так, например, в моделях 𝐷𝑄 как значение
асимметрии 𝐴𝐸, так и скорость ПНЗ 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘 достигают почти нулевых значений
для начального поля 𝐵 = 6 · 1011 Гс, а затем меняют знак и начинают уве­
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Рисунок 3.12 — Зависимость скорости ПНЗ от полоидального магнитного
поля для различных семейств моделей в финальные моменты времени.

Сглаженные линии представляют модели 𝐷𝑄 (синие сплошные), 𝐷𝑜 (красные
пунктирные) и 𝐷𝑇 (фиолетовые штрихпунктирные).

личиваться в противоположном направлении. Также наблюдается насыщение
скорости кика со временем на уровне ∼ 180 км/с для модели с самым высоким
начальным магнитным полем 𝐵0 = 1012 Гс (См. рис. 3.1). Следует отметить, что
модель 𝐷𝑄− 1𝑒12 имеет на ∼ 15% меньшую энергию взрыва, чем тестовая мо­
дель с дипольным полем ”𝐷0−1𝑒12” с такой же начальной магнитной энергией
в такое же время после отскока. Этот результат согласуется с недавней работой
[48], где рассматривался набор моделей коллапсирующих сверхновых с различ­
ными магнитными мультиполями, и сообщалось о снижении энергии взрыва
с увеличением порядка мультиполя. Случай моделей 𝐷𝑜 имеет качественное
сходство с моделями 𝐷𝑄 с немного меньшими скоростями ПНЗ.

В наборе моделей 𝐷𝑇 для значений полоидального магнитного поля по­
рядка ≲ 1011 Гс образование накрученного антисимметричного тороидального
поля вместе с наличием симметричного компоненты в окрестности ПНЗ приво­
дит к формированию нейтронной звезды со скоростями порядка ∼ 200 − 300

км/с. В этих случаях взрыв развивается сильнее в направлении (выше эква­
тора в наших расчетах), где накрученное тороидальное поле суммируется с
сжатым компонентом внутри первых 10 км, а также где тороидальное поле
проходит через нуль, создавая резкий градиент магнитного давления. Такая
структура тороидального поля появляется из-за накрутки поля в присутствии
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выпукло-вогнутого полоидального магнитного поля. При дальнейшем увели­
чении величины начального полоидального поля тороидальная компонента,
генерируемая дифференциальным вращением, становится доминирующей, и си­
стема ”забывает” о симметричной части, что приводит к взрывам почти без
нарушения экваториальной симметрии и возникновения скорости у ПНЗ. Для
сильного магнитного поля в модели 𝐷𝑇 −1𝑒12 энергия взрыва имеет на ∼ 13%

большее значение, чем для звезды с чисто дипольным полем той же величины
(тестовая модель ”𝐷0 − 1𝑒12”) из-за дополнительного градиента магнитного
давления от симметричного тороидального поля.

Сравнивая возможные сценарии формирования асимметричных джетов в
контексте МР-сверхновых, можно заключить, что наличие полоидальных полей
с нарушенной зеркальной симметрией (модели 𝐷𝑄 и 𝐷𝑜) в коллапсирующем яд­
ре в виде комбинации мультиполей приводит к сильно анизотропным взрывам
и формированию скорости ПНЗ более эффективно, чем модель с начальным
тороидальным полем (𝐷𝑇 ), особенно для высоких начальных магнитных по­
лей 𝐵0 ∼ 1012 Гс.

Мы использовали двумерные осесимметричные МГД-уравнения, в резуль­
тате чего скорости ПНЗ направлены параллельно оси вращения. Было бы
интересно рассмотреть трехмерную постановку для этих задач, так как мно­
гие (см., напр.,[5; 62]) трехмерные численные модели не могут воспроизвести
наблюдаемое для многих НЗ выравнивание оси вращения с направлением кика
[57; 166] (см., однако, недавние работы [167] и [63]).

В нашем коде был реализован упрощенный подход к моделированию ней­
тринного переноса с использованием схемы потерь вдоль радиальных лучей.
Хотя такая схема позволяет правильно воспроизводить качественное поведение
нейтринной физики в оболочке сверхновой, для решения этой проблемы были
предложены более точные подходы к моделированию нейтринного переноса с
использованием метода Монте-Карло (см., например, [168]) и моделей двухмо­
ментного переноса нейтрино с 𝑀1-замыканием [35].

По результатам данной главы были опубликованы следующие ста­
тьи:

1. Kondratyev, I.A., Moiseenko, S.G. and Bisnovatyi-Kogan, G.S.
”Magnetorotational Supernova Explosions: Jets and Mirror Symmetry
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Violation”, Lobachevskii Journal of Mathematics, 45, 1, 50–59 (2024)
https://doi.org/10.1134/S1995080224010268

2. Kondratyev, I.A., Moiseenko, S.G. and Bisnovatyi-Kogan, G.S.
”Magnetorotational Neutron Star Kicks”, Physical Review D, 110, 8,
083025 (2024) https://doi.org/10.1103/PhysRevD.110.083025
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Заключение

В диссертационной работе были решены две астрофизические задачи, свя­
занные с физикой компактных объектов – нейтронных звезд с магнитным полем
и вращением.

–В Главе 1 представлены результаты по численному исследованию пе­
реноса тепла во внешних слоях замагниченных нейтронных звезд. Впервые
проведены серии трехмерных расчетов теплопроводности во внешних слоях
замагниченной нейтронной звезды. По рассчитанным распределениям темпе­
ратуры с неосесимметричными магнитными полями в нейтронной звезде были
построены синтетические кривые блеска, для которых проведено сравнение с
дипольным случаем для выявления качественных особенностей, присущих трех­
мерным магнитным полям внутри одиночных нейтронных звезд, излучающих в
тепловом диапазоне. Получено, что включение даже относительно слабого квад­
рупольного поля (с отношением максимума индукции на поверхности β = 0.5 по
отношению к диполю) может существенно изменить наблюдательные проявле­
ния для объектов типа ”Великолепной семерки”. Было получено, что пульсации
теплового излучения могут существенно усилиться по сравнению с нейтронной
звездой, обладающей только дипольным магнитным полем. При этом обнару­
жены характерные искривления пиков на кривых блеска как для двухпиковых,
так и для однопиковых распределений. Наблюдательные данные для трех объ­
ектов ”Семерки” (RX J0420, RX J0720 и RX J0806) имеют схожие особенности в
кривых блеска и величине пульсаций с рассмотренными здесь моделями, что мо­
жет говорить о сложной трехмерной структуре поля в них. Разработанный нами
комплекс программ может быть использован для сравнения различных теорети­
ческих моделей анизотропной теплопроводности и предположений о структуре
поля в нейтронных звезд с данными наблюдений реальных источников.

–В Главе 2 разработаны численные схемы для многомерных МГД-тече­
ний с квазилагранжевым учетом крупномасштабного вращения, что позволяет
точнее моделировать течения, возникающие в аккреционных дисках и магни­
торотационных взрывах сверхновых. Рассмотрены как традиционные явные
Годуновские методы повышенного порядка точности, так и более современные
полунеявные численные схемы с расщеплением потока на акустическую и ад­
вективную части, в которых акустическая часть берется с верхнего слоя по
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времени. Это приводит к исключению скорости звука из условия устойчивости
схемы, что существенно увеличивает допустимый временной шаг и позволя­
ет эффективнее моделировать течения при наличии компактных объектов с
высокой скоростью звука. Проведены различные тестовые расчеты для много­
мерных уравнений газовой динамики и магнитной гидродинамики.

–В Главе 3 изложены результаты МГД-моделирования коллапса ядра и
магниторотационного взрыва сверхновой в двумерной осесимметричной поста­
новке для вращающейся замагниченной звезды с начальной массой в 35𝑀⊙.
С использованием разработанного нами комплекса программ, описанного в
Главе 2, проведены серии МГД-расчетов для различных полей с нарушенной
зеркальной симметрией в ядре звезды – 1) суперпозиции диполя и квадрупо­
ля, 2) смещенного относительно центра дипольного поля и 3) суперпозиции
дипольного и симметричного тороидального полей. Во всех сериях расчетов
получены асимметричные относительно экваториальной плоскости взрывы в
виде джетов, что должно приводить к генерации приобретенной скорости
– кика – протонейтронной звезды. Во всех сценариях рассмотрена зависи­
мость скорости кика и анизотропии выброса от величины начального поля.
Скорости компактных объектов в расчетах возникают за время около одной
секунды. Получено, что скорость компактного объекта 𝑣𝑘𝑖𝑐𝑘 может достигать
величины в несколько сотен (100 − 500) километров в секунду, что хорошо
согласуется с наблюдательными данными. Таким образом, с использованием
глобальных численных МГД-расчетов показано, что в рамках магниторото­
ционного механизма с нарушенной зеркальной симметрией магнитного поля
в звезде-предсверхновой можно объяснить возникновение больших скоростей
некоторых нейтронных звезд. В дальнейшем данную работу можно развить с
учетом использования уже трехмерных численных моделей, в рамках которых
могут быть исследованы также такие эффекты, как усиление магнитного по­
ля вблизи протонейтронной звезды после коллапса путем динамо-эффекта и
изгибная неустойчивость вылетающих из ядра звезды джетов.
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Приложение А

Уравнение состояния в оболочке нейтронной звезды и
коэффициенты непрозрачности

А.1 Уравнение состояния

Во внешней оболочке НЗ в данной модели мы рассматриваем полностью
ионизированную плазму железа (𝑍 = 26, 𝐴 = 56) с вырожденными электро­
нами и невырожденными нерелятивистскими ядрами, при этом пренебрегается
кулоновским взаимодействием между электронами и ионами, и не рассматри­
ваются эффекты квантования уровней энергии электронов в магнитном поле
(квантование Ландау). В таком приближении давление представлено суммой
давлений идеальных газов электронов и ядер

𝑃 = 𝑃
(𝑁)
𝑖𝑑 + 𝑃

(𝑒)
𝑖𝑑 ,

где давление ядер 𝑃
(𝑁)
𝑖𝑑 = 𝑛𝑁𝑘𝐵𝑇 , в котором 𝑛𝑁 - концентрация ядер. Давле­

ние релятивистских электронов произвольной степени вырождения может быть
записано c помощью интегралов Ферми-Дирака [169; 170]:

𝑃
(𝑒)
𝑖𝑑 =

(2𝑚𝑒)
3/2

3π2ℏ3β5/2

(︀
𝐼3/2(χ,τ) +

τ

2
𝐼5/2(χ,τ)

)︀
(А.1)

Здесь β = (𝑘𝐵𝑇 )
−1, χ = βµ

(𝑒)
𝑖𝑑 - химический потенциал электронов, нормирован­

ный на 𝑘𝐵𝑇 , τ = (β𝑚𝑒𝑐
2)−1, а интеграл Ферми-Дирака определен следующим

образом:

𝐼ν(χ,τ) =

∫︁ ∞

0

𝑢ν
√︀

1 + τ𝑢/2

exp(𝑢− χ) + 1
𝑑𝑢, (А.2)

где 𝑢 = β𝑚𝑒𝑐
2(
√︁
1 + 𝑝2𝑐2

𝑚2
𝑒𝑐

4 − 1), 𝑝 - импульс электрона.
В пределе τ→ 0 интегралы Ферми-Дирака превращаются в обычные нере­

лятивистские интегралы Ферми 𝐼ν(χ). Химический потенциал в таком случае
может быть получен из соотношения

χ𝑛𝑜𝑛𝑟𝑒𝑙 = 𝑋1/2(2θ
−3/2/3) (А.3)
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где θ = 𝑇/𝑇𝐹 , 𝑇𝐹 = 𝑚𝑒𝑐
2/𝑘𝐵[

√︀
1 + 𝑥2𝑟 − 1] - температура Ферми, 𝑥𝑟 = 𝑝𝑓𝑒/𝑚𝑒𝑐,

а 𝑋ν - функция, обратная к интегралу Ферми, ее высокоточная аналитическая
аппроксимация получена в работе [171]. Точность нерелятивистских формул
быстро падает при 𝑇 > 107𝐾, поэтому к данной аппроксимации должна быть
добавлена поправка, взятая из работы [170]

χ = χ𝑛𝑜𝑛𝑟𝑒𝑙 − 3

2
log

[︀
1 +

(︀ τ

1 + τ/2θ

)︀1 + 𝑞1
√
τ+ 𝑞2𝑞3τ

1 + 𝑞2τ

]︀
, (А.4)

где коэффициенты 𝑞𝑖 имеют вид

𝑞1 =
3

2
(𝑒θ − 1)−1

𝑞2 = 12 + 8θ−3/2

𝑞3 =
2

π1/3
− 𝑒−θ + 1.612𝑒θ

6.192θ0.0944𝑒−θ + 5.535θ0.698𝑒θ

Для релятивистских интегралов Ферми-Дирака использовалась аналитическая
аппроксимация c учетом произвольных степеней вырождения и релятивизма
электронов, полученная в работе [169].

А.2 Непрозрачности

Тепло в оболочке переносится за счет электронов во внутренних слоях
и излучения вблизи поверхности. Ввиду аддитивности коэффициента тепло­
проводности, полный коэффициент непрозрачности плазмы вдоль нормали к
оболочке НЗ находится из коэффициентов фотонной и электронной непрозрач­
ности следующим образом [111]:

𝐾−1 = 𝐾−1
𝑒 +𝐾−1

𝑟 (А.5)

где 𝐾𝑒 и 𝐾𝑟 - электронная и фотонная непрозрачности, соответственно [111;
120]. Электронная непрозрачность может быть получена из аналогии с лучистой
теплопроводностью:

𝐾𝑒 =
16σ𝑇 3

3κ𝑒ρ
(А.6)
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Здесь κ𝑒 является коэффициентом теплопроводности вдоль нормали к оболоч­
ке НЗ ((1.13) с учетом (1.3)) для вырожденных электронов, однако во внешних
слоях оболочки электроны могут быть невырождены, поэтому там необходимо
использовать формулы для невырожденных электронов. Они также получены
в работе [80] методом Чепмена-Энскога для двух- и трех-полиномиального раз­
ложения решения уравнения Больцмана по полиномам Сонина-Лагерра. Для
случая вдоль поля коэффициент теплопроводности невырожденных электро­
нов запишется следующим образом:

κ𝑛𝑑𝑒‖ =
5

2

𝑘2𝐵𝑇𝑛𝑒

𝑚𝑒
τ𝑛𝑑

25

4(1 +
√
2/𝑍)

, (А.7)

где τ𝑛𝑑 = 3
4

√︀
𝑚𝑒

2π
(𝑘𝐵𝑇 )

3/2

𝑍2𝑒4𝑛𝑁Λ - среднее время между электрон-ионными столконове­
ниями. Коэффициент подавления потока тепла в случае теплопереноса поперек
магнитного поля был взят из работы [80]. Заметим, что метод Чепмена-Энско­
га применим только при ωτ ≪ 2π, поэтому при ωτ > 1.5 мы переходим к
классическому соотношению [79] 1

1+(ωτ)2 с учетом условия непрерывности κ𝑛𝑑⊥ .
Коэффициент теплопроводности для сильно вырожденной материи вдоль

поля равен κ𝑠𝑑‖ = 5π2

6
𝑘2𝑇𝑛𝑒

𝑚*
𝑒
τ. Поперек поля коэффициент подавляется на фактор(︀

1
1+(ωτ)2 −

6
5

(ωτ)2

(1+(ωτ)2)2

)︀
при ωτ≪ 2π, а при ωτ > 1.5 мы также переходим к при­

ближенному соотношению 1
1+(ωτ)2 также с учетом условия непрерывности κ⊥.

Для использования формул выше в расчетах, необходимо сшить невырож­
денный и сильно вырожденный пределы, например, следующим образом:

κ𝑒 =
1− χ
2− χ

κ𝑛𝑑𝑒 +
1

2− χ
κ𝑠𝑑𝑒 , χ ⩽ 0,

κ𝑒 =
1

2 + χ
κ𝑛𝑑𝑒 +

1 + χ

2 + χ
κ𝑠𝑑𝑒 , χ ⩾ 0,

где χ = µ
(𝑒)
𝑖𝑑 /(𝑘𝐵𝑇 ). Учет невырожденных коэффициентов теплопроводности

влияет на результаты расчетов незначительно, поскольку при плотностях, где
электроны невырождены, тепло передается, главным образом, излучением.

Основной вклад в радиационную непрозрачность вносят свободно-сво­
бодное и связанно-свободное поглощение, а также Томсоновское рассеяние. В
отсутствие магнитного поля Томсоновская непрозрачность в нерелятивистском
пределе записывается следующим образом [172]:

𝐾𝑇ℎ =
𝑛𝑒σ𝑇

ρ
=

8π

3

(︀ 𝑒2

𝑚𝑒𝑐2
)︀2𝑛𝑒

ρ
, (А.8)
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где σ𝑇 - Томсоновское сечение рассеяния, 𝑒2

𝑚𝑒𝑐2
- классический радиус электрона.

Сечение свободно-свободного поглощения с учетом спонтанного и вынуж­
денного излучения в условиях локального термодинамического равновесия в
нерелятивистском случае дается следующей формулой [111]:

σ*𝑎𝑓𝑓 =
4π

3
√
3

𝑍2𝑒6

𝑚2
𝑒𝑐ℎ𝑣ν

3
𝑔𝑓𝑓

(︀
1− 𝑒−ℎν/𝑘𝐵𝑇

)︀
, (А.9)

где 𝑣 - скорость электрона, ν частота фотона, 𝑔𝑓𝑓 - близкий к единице фактор
Гаунта, учитывающий квантовые поправки к классической формуле. Чтобы по­
лучить коэффициент поглощения [111] на одной частоте, необходимо провести
усреднение по Ферми-Дираку:

αν𝑓𝑓 =
8π𝑚3

𝑒

𝐴𝑚𝑢ℎ3

∫︁ ∞

0

σ*𝑎𝑓𝑓𝑣
2𝑑𝑣

1 + exp( 𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇
− χ)

𝑞𝑓𝑓 ,

𝑞𝑓𝑓 =

(︂
1 + exp

(︂
χ− ℎν

𝑘𝐵𝑇
− 𝑚𝑣2

2𝑘𝐵𝑇

)︂)︂−1

,

где 𝑚𝑢 - атомная единица массы, а фактор 𝑞𝑓𝑓 определяет долю незаполнен­
ных состояний электронов в вырожденном газе. Данный интеграл берется в
квадратурах, усреднение дает

αν𝑓𝑓 =
4π

3
√
3

8π𝑍2𝑒6

𝐴𝑚𝑢𝑐ℎ4ν3
𝑔𝑓𝑓𝑘𝐵𝑇 log

(︂
𝑒χ + 1

𝑒χ−ℎν/𝑘𝐵𝑇 + 1

)︂
. (А.10)

Для нахождения непрозрачности для свободно-свободных переходов, необходи­
мо выражение (А.10) усреднить по Росселанду [111] следующим образом:

𝐾𝑓𝑓 =

∫︀∞
0

1
αν
𝑓𝑓

𝑑𝐵ν

𝑑𝑇 𝑑ν∫︀∞
0

𝑑𝐵ν

𝑑𝑇 𝑑ν
,

где 𝐵ν(𝑇 ) = 2ℎν3

𝑐2
1

𝑒ℎν/𝑘𝐵𝑇−1
- интенсивность равновесного планковского излуче­

ния. Усреднение по Росселанду дает следующее выражение для невырожден­
ного случая [111]:

𝐾𝑛𝑑
𝑓𝑓 = 4.34 · 1022 ρ

𝑇 7/2

𝑍2

𝐴
, (А.11)

а в сильно вырожденном пределе 𝐾𝑓𝑓 запишется в виде

𝐾𝑠𝑑
𝑓𝑓 = 0.036

32π2

3
√
3

𝑒6𝑔𝑓𝑓
𝑚𝑢𝑐ℎ𝑘2𝐵

𝑍2

𝐴𝑇 2
. (А.12)



131

Сечение связанно-свободного поглощения дается следующей формулой
[111] в нерелятивистском пределе:

αν𝑏𝑓 =
4

3

√︂
2π

3

𝑒6ℎ2

𝑚
3/2
𝑒 𝑐𝑚𝑢(𝑘𝐵𝑇 )7/2

𝑍2

𝐴
𝑛𝑒𝑔𝑏𝑓 ×

[︂
1

𝑛

𝐸𝑏

𝑘𝐵𝑇
exp𝐸𝑏/𝑘𝐵𝑇

(︂
𝑘𝐵𝑇

ℎν

)︂3

𝑞𝑏𝑓

]︂
,

𝐸𝑏 =
2π2𝑚𝑒𝑍

2𝑒4

ℎ2𝑛2
,

𝑞𝑏𝑓 =

(︂
1 + exp

(︂
χ− ℎν

𝑘𝐵𝑇
+

𝐸𝑏

𝑘𝐵𝑇

)︂)︂−1

,

(А.13)
где 𝐸𝑏 - энергия уровня связанного электрона в водородоподобном ионе, 𝑛 -
номер уровня, 𝑔𝑏𝑓 - фактор Гаунта, 𝑞𝑏𝑓 - поправка на вырождение электронов.
Чтобы получить коэффициент Росселандовой непрозрачности, необходимо про­
суммировать выражение в квадратных скобках в αν𝑏𝑓 в (А.13) по всем связанным
состояниям, а затем усреднить полученное выражение по Росселанду. Для невы­
рожденных электронов мы использовали значение 𝐾𝑏𝑓 из книги [111]:

𝐾𝑛𝑑
𝑏𝑓 = 7.23 · 1024 ρ

𝑇 7/2

𝑍2

𝐴

𝑔𝑏𝑓
𝑡
, (А.14)

где множитель 𝑡
𝑔𝑏𝑓

принимает значения от единицы до десяти. При росте плот­
ности электронный газ во внешней оболочке НЗ быстро переходит к сильному
вырождению. Чтобы приближенно учесть влияние вырождения на связанно­
свободное поглощение, запишем суммирование αν𝑏𝑓 в (А.13) по связанным
электронным состояниям:

αν𝑏𝑓 = 𝐾0

∞∑︁
𝑛=1

𝐸𝑏

𝑛𝑘𝐵𝑇

𝑒−χ

𝑥3
𝑒𝑥 − 1

𝑒
𝑥− 𝐸𝑏

𝑘𝐵𝑇 −χ + 1
, (А.15)

где 𝐾0 = 𝐾𝑛𝑑
𝑏𝑓 · 𝑡, а 𝑥 = ℎν

𝑘𝐵𝑇
. В выражении выше при сильном вырождении

χ≫ 1, и поэтому в сечение поглощения вносят вклад в основном только очень
жесткие кванты на хвосте планковского спектра, которые не внесут существен­
ного вклада в среднюю непрозрачность. Пренебрегая экспонентой 𝑒

𝑥− 𝐸𝑏
𝑘𝐵𝑇 −χ в

(А.15) и усредняя по 𝑛 и по частотам аналогично расчетам, приведенным в
книге М.Шварцшильда [173] для невырожденного случая, можно получить сле­
дующее приближенное выражение:

𝐾𝑠𝑑
𝑏𝑓 = 𝐾0𝑒

−χ𝑔
′
𝑏𝑓

𝑡′
, (А.16)
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где множитель 𝑡′

𝑔′𝑏𝑓
также принимает значения от единицы до десяти.

Для использования формул (А.11),(А.12) для ff-переходов и (А.14),(А.16)
для bf-переходов в расчетах, их необходимо непрерывно сшить, например, сле­
дующим образом:

𝐾𝑓𝑓,𝑏𝑓 = 𝐾𝑛𝑑
𝑓𝑓,𝑏𝑓

1

1 + 𝑒𝑚χ
+𝐾𝑠𝑑

𝑓𝑓,𝑏𝑓

𝑒𝑚χ

ε+ 𝑒𝑚χ
, (А.17)

где 𝑚,ε > 1 - числа, определяющие плавность перехода от одного предела к
другому. При этом в 𝐾𝑠𝑑

𝑏𝑓 необходимо χ = µ𝑒
𝑘𝐵𝑇

заменить на его модуль. Таким
образом, в отсутствие магнитного поля фотонная непрозрачность складывается
из томсоновской, связанно-свободной и свободно-свободной непрозрачностей:
𝐾𝑟(ρ,𝑇 )𝐵=0 = 𝐾𝑇ℎ + 𝐾𝑏𝑓 + 𝐾𝑓𝑓 .

Таблица 11 — Коэффициенты для 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 и 𝑐𝑛 из (А.18).

𝑛 𝑎𝑛 𝑏𝑛 𝑐𝑛

1 0.2587 0.1941 0.0533
2 0.0949 0.0610 0.090
3 0.1619 0.1400 0.0993
4 0.2533 0.1547 0.231
5 0.3418 0.0415 2.15
6 0.4760 0.3115 0.2377

Мы учли влияние магнитного поля на непрозрачность таким же образом,
как и в работе [75]. Авторы цитируемой здесь работы построили аналитическую
аппроксимацию полученных численно свободно-свободных и Томсоновских
непрозрачностей в магнитном поле [121]. Росселандовы непрозрачности вдоль
и поперек поля записываются следующим образом:

𝐾𝑟‖(ρ,𝑇,𝐵)

𝐾𝑟(ρ,𝑇,0)
=

1 + 𝐴1𝑢
2

1 + 𝐴1𝑢2 + 𝐴2𝑢3 + (𝐴3𝑢)2𝑢2

𝐾𝑟⊥(ρ,𝑇,𝐵)

𝐾𝑟(ρ,𝑇,0)
=

1 + 𝐴4𝑢
2

1 + (𝐴5𝑢)3.5 + (𝐴6𝑢)4

𝐴𝑛 = 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛𝑓
𝑐𝑛, 𝑓 =

𝐾𝑓𝑓

𝐾𝑓𝑓 +𝐾𝑇ℎ

(А.18)

В формуле выше 𝑢 = 𝑇𝐵/(2𝑇 ), где 𝑇𝐵 = ℏω𝑔/𝑘𝐵, ω𝑔 = ω/
√︀

1 + 𝑥2𝑟. В Таблице
11 приведены коэффициенты для 𝐴𝑛. Влияние магнитного поля на связанно-сво­
бодное поглощение мы учли таким же образом, как и на свободно-свободное.
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Приложение Б

Метод опорных операторов на сетке, состоящей из тетраэдров

Для численного решения задачи о распространении тепла в коре нейтрон­
ной звезды была применена разностная схема на основе операторного подхода,
предложенного академиком А.А. Самарским. Метод опорных операторов (опе­
раторно-разностный метод, метод Самарского) был развит А.А.Самарским
[30] и его учениками. В работах Н.В. Арделяна на основе методики опор­
ных операторов был разработан операторно-разностный метод для уравнений
математической физики на треугольной сетке [23; 102; 174]. Данный метод
позволяет получить полностью консервативные разностные схемы, при этом
сеточные аналоги дифференциальных операторов векторного анализа удовле­
творяют сеточным аналогам соответствующих соотношений (сопряженность
градиента и дивергенции, равенство нулю дивергенции от ротора, ротора от
градиента и т.д.), что и сами дифференциальные операторы. В двумерной
лагранжевой постановке этот метод был успешно применен для численного
решения ряда астрофизических задач, таких как коллапс быстровращающе­
гося замагниченного протозвездного облака [22], магниторотационный взрыв
сверхновой [41] и др.

Данный метод был развит нами для решения трехмерных задач. Были
построены трехмерные конечно-разностные аппроксимации основных диффе­
ренциальных операторов (дивергенция, градиент и др.) векторного анализа
на неоднородной сетке, состоящей из тетраэдров. При построении сеточных
операторов использовалась ячеечно-узловая аппроксимация, означающая, что
некоторые функции определены в узлах сетки, а некоторые функции опре­
делены в ячейках сетки и граничных узлах. При получении операторов
использовались разностные аналоги интегральных соотношений, и полученные
с использованием такого подхода разностные операторы удовлетворяют тем
же тождествам, что и сами дифференциальные операторы. Для разностной
аппроксимации различных краевых задач были построены (также с учетом
сеточных аналогов интегральных соотношений) граничные операторы, отвеча­
ющие за дифференцирование функций в граничных узлах расчетной области.
Схема построения граничного оператора допускает несколько вариантов шабло­
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на для него: один локальный (оператор строится с учетом значений функции,
на которую он действует, только в искомом граничном узле) и два нелокаль­
ных (оператор строится с учетом значений функции в искомом граничном
узле и в граничных узлах-соседях). Все три варианта шаблона для граничных
операторов были построены и протестированы вместе с аппроксимациями диф­
ференциальных операторов внутри расчетной области.

В следующих подразделах приведены вывод вышеупомянутых операто­
ров и описание методики численного решения краевой задачи для трехмерного
уравнения теплопроводности в коре НЗ (1.18).

Б.1 Разностные аналоги дифференциальных операторов

Рассмотрим сетку, состоящую из тетраэдров. На этой сетке, следуя [23;
102; 174], введем линейные сеточные пространства ячеечных функций, узловых
функций и функций, определенных в граничных узлах. Такой формальный под­
ход позволяет исследовать разностные схемы на аппроксимацию и устойчивость
при помощи современных эффективных методов [30; 101].

Сначала мы введем сеточный оператор градиента, который переводит ска­
лярную узловую функцию в ячеечную векторную функцию. Для определения
сеточного аналога непрерывного градиента мы использовали следующее инва­
риантное определение оператора 𝑔𝑟𝑎𝑑:

∇𝑝 = lim
𝑉→0

1

𝑉

∫︁
𝑆

𝑝 * 𝑑𝑆⃗. (Б.1)

Пусть 𝑝 скалярная узловая сеточная функция. Внутри каждой ячейки мы до­
полнительно определяем ее как линейную интерполяцию узловых значений 𝑝

в узлах, по которым строится ячейка.
После интегрирования этой линейной интерполяции при помощи теоремы

о среднем, получаем определение сеточного аналога оператора 𝑔𝑟𝑎𝑑:

(∇△𝑝)𝑖 =
1

𝑉𝑖

4∑︁
𝑘=1

(𝑝𝑘𝑆𝑘𝑛⃗𝑘)𝑖. (Б.2)

Здесь 𝑝𝑘 =
(𝑝1+𝑝2+𝑝3)𝑘

3 - это среднее интерполированное значение 𝑝 в 𝑘-ой грани
тетраэдра, индексы 1,2 и 3 отвечают узловым значениям 𝑝 в 𝑘-ой грани; 𝑛⃗𝑘 -
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это единичная внешняя по отношению к тетраэдру нормаль к 𝑘-ой грани, 𝑆𝑘 -
площадь 𝑘-ой грани ячейки, и 𝑉𝑖 - это объем ячейки с индексом 𝑖. Выражение
(Б.2) является аппроксимацией первого порядка для дифференциального опе­
ратора 𝑔𝑟𝑎𝑑. Сеточные аналоги других операторов (переводящих функции из
узлов в ячейки), таких как 𝑑𝑖𝑣(𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟), 𝑑𝑖𝑣(𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟), 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟), 𝑟𝑜𝑡(𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟) и
т.д., могут быть получены аналогичным образом.

Введем скалярные произведения в сеточных линейных пространствах
(𝑝,𝑔)α =

∑︀
𝑠 𝑈𝑠𝑝𝑠𝑔𝑠, α отвечает ячеечным и узловым пространствам. Для ячеек

𝑈𝑠 = 𝑉𝑖 - объем ячейки, для узлов 𝑈𝑠 = 𝑊𝑗, здесь 𝑊𝑗 = 1
4

∑︀𝐾𝑗

𝑘=1 𝑉𝑘 - ”объем
узла” (см. [23] и ссылки в ней).

Разностный аналог оператора дивергенции (оператор действует на ячееч­
ную векторную функцию, результат действия оператора - узловая скалярная
функция) строится таким образом, чтобы быть сопряженным разностному опе­
ратору −𝑔𝑟𝑎𝑑 (Б.2). Для этого используется формула Грина и ее разностный
аналог (в случае, когда все функции обращаются в ноль на границе расчетной
области или сама область бесконечна):∫︁

𝑝∇ · 𝑣⃗𝑑𝑉 +

∫︁
𝑣⃗ · ∇𝑝𝑑𝑉 = 0 (Б.3)

Сеточный аналог формулы Грина (Б.3) записывается в терминах скаляр­
ного произведения в соответствующих сеточных пространствах:

(𝑣⃗,∇△𝑝) + (∇× · 𝑣⃗, 𝑝) = 0,

𝑁𝑙∑︁
𝑙=1

∇× · 𝑣⃗𝑙𝑝𝑙𝑊𝑙 = −
𝐾𝑗∑︁
𝑘=1

𝑣⃗𝑘∇△𝑝𝑘𝑉𝑘.
(Б.4)

После перегруппировки членов в (Б.4) разностный аналог для оператора 𝑑𝑖𝑣 в
искомом 𝑗-ом узле может быть записан в следующей форме:

(∇× · 𝑣⃗)𝑗 = − 1

3𝑊𝑗

𝐾𝑗∑︁
𝑘=1

˜⃗𝑣𝑘 · (𝑛⃗1𝑆1 + 𝑛⃗2𝑆2 + 𝑛⃗3𝑆3)𝑘, (Б.5)

здесь 𝐾𝑗 - это число соседей-ячеек узла 𝑗, ˜⃗𝑣𝑘 - значение ячеечной функции 𝑣⃗

в 𝑘-ой ячейке. Индексы 1, 2 и 3 соответствуют граням ячейки 𝑘, включающим
узел 𝑗. Суммирование производится по всем ячейкам, прилегающим к 𝑗-му узлу.
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Б.2 Граничные операторы

Для численного решения краевых задач необходимо сформулировать се­
точные аналоги краевых условий различного вида.

По аналогии с двумерным подходом из [23], введем граничный оператор
Φ на трехмерной сетке из тетраэдров. Оператор Φ действует на элементы из
пространства функций в граничных узлах. Результат действия граничного опе­
ратора - функция, определенная в граничных узлах сетки (при этом сам тип
функции после действия граничного оператора меняется: вектор становится ска­
ляром, диадик - вектором и т.п.). Оператор строится так, чтобы удовлетворять
аналогу интегрального соотношения Грина для области вместе с границей:

(𝑝,∇ · 𝑣⃗) + (∇𝑝,𝑣⃗) =

∮︁
𝑝𝑣⃗𝑑𝑆⃗,

𝑁𝑙∑︁
𝑙=1

∇0
×𝑝𝑙𝑣⃗𝑊𝑙 +

𝐾𝑗∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘∇△ · 𝑣⃗𝑘𝑉𝑘 =

𝐾γ∑︁
𝑞=1

Φ · 𝑣⃗𝑞𝑝𝑞𝑊𝑞,

(Б.6)

здесь 𝐾γ это количество граничных соседей-узлов к искомому граничному узлу
с индексом γ, 𝑊𝑞 - это "объем"граничного узла [23]. Верхний нулевой индекс в
∇0

× означает, что оператор действует только на ячеечные функции.
Граничный оператор Φ может быть введем тремя способами, которые при­

водят к трем разным шаблонам для этого оператора. Первый способ – это
простое численное интегрирование по поверхности ячеек в окрестности соот­
ветствующего граничного узла

(Φ · 𝑣⃗)γ =
𝑣⃗γ
3𝑊γ

·
𝐾γ∑︁
𝑞=1

𝑛⃗𝑞𝑆𝑞. (Б.7)

Заметим, что эта аппроксимация граничного оператора требует значения гра­
ничной функции только в самом искомом узле (локальный шаблон). При этом
данный оператор теряет аппроксимацию в случае, если граница не очень глад­
кая [174].

Второй способ - численное интегрирование с учетом интерполяции гра­
ничной функции из соседних граничных узлов:

(Φ · 𝑣⃗)γ =
1

9𝑊γ

𝐾γ∑︁
𝑞=1

(𝑣⃗1 + 𝑣⃗2 + 𝑣⃗γ)𝑞 · 𝑛⃗𝑞𝑆𝑞. (Б.8)
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В (Б.8) 𝑣⃗1 и 𝑣⃗2 это значения функции 𝑣⃗ в граничных узлах, на которых ле­
жит 𝑞-ая граничная грань ячейки, прилежащей к граничному узлу γ. Чтобы
получить третью формулу, вводятся фиктивные ячейки вне расчетной области,
далее вывод Φ проводится так же, как и в работе [102]. В итоге получается
следующая аппроксимация граничного оператора Φ:

(Φ · 𝑣⃗)γ =
1

12𝑊γ

⎛⎝ 𝐾γ∑︁
𝑞=1

(𝑣⃗1 + 𝑣⃗2 + 𝑣⃗γ)𝑞 · 𝑛⃗𝑞𝑆𝑞 + 𝑣⃗γ ·
𝐾γ∑︁
𝑞=1

𝑛⃗𝑞𝑆𝑞

⎞⎠ . (Б.9)

Разностная аппроксимация оператора 𝑑𝑖𝑣 с учетом границы может быть за­
писана в виде (∇ · 𝑣⃗ = ∇0

× · 𝑣⃗ + Φ · 𝑣⃗ + 𝑂(Δ𝑥), Δ𝑥 - характерный размер
ячейки). Трехмерные граничные операторы для других разностных аналогов
операторов, переводящих функции из ячеек в узлы, могут быть построены ана­
логичным образом.

Б.3 Тестирование построенных операторов

Для тестирования полученных аналогов разностных операторов был про­
веден ряд отладочных расчетов для различных эллиптических уравнений с
граничными условиями Дирихле и Неймана, а также смешанными граничными
условиями. В качестве иллюстрации в данном разделе представлены резуль­
таты моделирования краевой задачи для уравнения Пуассона с граничными
условиями Дирихле в шаре единичного радиуса. Дифференциальная формули­
ровка задачи имеет следующий вид:⎧⎨⎩Δ𝑈 = 𝑓,

𝑈 |Γ= 𝑈γ,
(Б.10)

где 𝑓 =
𝑧√︀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
.

Общее решение системы (Б.10) может быть получено при помощи метода
объемных потенциалов

𝑈(𝑟⃗) = − 1

4π

∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝑑𝑟⃗*𝑓(𝑟⃗*)

|𝑟⃗* − 𝑟⃗|
. (Б.11)
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Для численного решения системы (Б.10) нам необходимо знать значения ис­
комой функции 𝑈 в граничных узлах сетки. Аппроксимация формулы (Б.11)
на тетраэдрической сетке для нахождения решения в граничных узлах 𝑈γ име­
ет следующий вид:

𝑈γ(𝑟𝑞) = − 1

4π

𝐾𝑗∑︁
𝑘=1

𝑉𝑘𝑓(𝑟⃗Δ)

|𝑟⃗Δ − 𝑟⃗𝑞|
, (Б.12)

в которой 𝑟⃗Δ – среднее по ячейке значение вектора координат 𝑟⃗, а 𝐾𝑗 – это
полный набор ячеек сетки.

Аналогично подходу, разработанному в работе [23], мы включаем сеточ­
ные граничные условия в операторно-разностную форму задачи. Запишем
уравнение Пуассона в граничных узлах, а также выделим границу в самом
уравнении, определенном в расчетной области:

δ∇× · ∇△𝑈γ = δ𝑓,

∇× · ∇△(𝐼 − δ)𝑈 +∇× · ∇△δ𝑈 = 𝑓,
(Б.13)

где оператор δ в выражениях выше равен нулю во внутренних узлах сетки и
единице – в граничных узлах, а 𝐼 – единичный оператор. Вычитая в выраже­
нии выше одно уравнение из другого, можно получить искомую операторную
задачу:

(𝐼 − δ)∇× · ∇△(𝐼 − δ)𝑈 = (𝐼 − δ)𝑓 − (𝐼 − δ)∇× · ∇△𝑈γ. (Б.14)

Можно увидеть, что сеточная формулировка задачи приводит к решению
только одного операторного уравнения, учитывающего граничные условия, в
котором (𝐼 − δ)∇× · ∇△(𝐼 − δ) – это сеточный оператор Лапласа. В силу со­
пряженности разностных операторов, разностный аналог оператора Лапласа
является самосопряженным, как и исходный непрерывный оператор. Это при­
водит к тому, что матрица оператора является симметричной и положительно
определенной, и для решения уравнения (Б.14) можно использовать любой из
эффективных итерационных методов решения систем линейных алгебраиче­
ских уравнений с разреженной матрицей.

Решение операторно-разностного уравнения Пуассона (Б.14) вместе с
аналитическим решением уравнения (Б.10) представлено на Рис. Б.1. Макси­
мальная относительная ошибка на сетке из ∼ 2000 узлов не превышает 5%.
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Рисунок Б.1 — Решение 𝑈 задачи Дирихле для уравнения Пуассона (Б.10)
(сечение в плоскости Y-Z), левая панель – численное решение, правая панель

– точное решение.

Б.4 Операторная формулировка краевой задачи для уравнения
теплопроводности в коре нейтронной звезды

При помощи подхода, разработанного в [23], нам необходимо включить
граничные условия в операторно-разностную форму решаемой задачи. Запи­
шем систему уравнений (1.18) в разностной форме во всей области вместе с
границей: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

∇0
× · κ · ∇△𝑇 + δ1Φ · κ · Φ*𝑇 + δ2Φ · κ · Φ*𝑇 = 0,

δ1𝑇 = 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒,

δ2(κ · Φ*𝑇 + 𝑛⃗σ𝑇 4
𝑠 ) = 0.

(Б.15)

Здесь операторы δ1,2 определены аналогично оператору δ из предыдущего
раздела, индексы 1 и 2 отвечают сорту границы: 1 - внутренняя, 2 - внешняя гра­
ница. При этом температура поверхности определяется по 𝑇𝑠−𝑇𝑏-соотношению:
𝑇𝑠 = 𝑇𝑠(δ2𝑇 ) . Температура задана в узлах сетки, a магнитное поле и плотность
- в ячейках и граничных узлах сетки. Слагаемые δ1,2Φ · κ · Φ*𝑇 в первом урав­
нении (Б.15) доопределяют уравнение теплопроводности на границах области.
Φ* - это граничный оператор, сопряженный к Φ. Он также определяется фор­
мулой (Б.9), но действует на скалярную функцию как градиент в граничных
узлах сетки.
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Подействуем на последнее уравнение в (Б.15) скалярным граничным опе­
ратором Φ и вычтем его из первого уравнения, получится следующая система⎧⎨⎩∇0

× · κ · ∇△𝑇 + δ1Φ · κ · Φ𝑇 − δ2Φ · 𝑛⃗σ𝑇 4
𝑠 = 0

δ1𝑇 = 𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒

После этого выделим первую границу в первом уравнении из (Б.15) и умножим
первое уравнение из (Б.15) на δ1, затем, после вычитания одного выражения
из другого и подстановки граничного условия Дирихле на внутренней границе
можно получить итоговую операторно-разностную задачу:

(𝐼 − δ1)∇0
× · κ · ∇△(𝐼 − δ1)𝑇 + (𝐼 − δ1)∇× · κ · ∇△𝑇𝑐𝑜𝑟𝑒 − δ2Φ · 𝑛⃗σ𝑇 4

𝑠 = 0. (Б.16)

Полученное операторное уравнение является конечно-разностной аппроксима­
цией решаемой краевой задачи (1.18).

Б.5 Алгоритм решения задачи о теплопроводности во внешних
слоях замагниченных НЗ

В работе ищется стационарное распределение температуры для краевой
задачи (1.18) с граничными условиями (1.17). При этом необходимо решать
эту задачу самосогласованно, поскольку поверхностная температура 𝑇𝑠, вхо­
дящая в краевое условие на внешней границе (1.17), сама является функцией
температуры в коре. Нами была реализована итерационная процедура установ­
ления (релаксации): задача решатся с граничными условиями первого рода на
внутренней границе и второго рода на внешней границе до тех пор, пока не
выполнится неравенство 𝑚𝑎𝑥

⃒⃒
𝑇𝑛
𝑠 −𝑇𝑛−1

𝑠

𝑇𝑛−1
𝑠

⃒⃒
< ε, где 𝑛 - номер итерации, ε - это

некоторое заданное малое число. При этом после каждой итерации значение 𝑇𝑠

уточняется при помощи 𝑇𝑠−𝑇𝑏-соотношения по полученному в ходе предыдущей
итерации значению температуры на внешней границе коры. 𝑇 0

𝑠 для граничного
условия на первой итерации решения данной задачи получается из начального
приближения для температуры коры. Это, в некотором смысле, эквивалентно
решению нестационарного трехмерного уравнения теплопроводности с гранич­
ными условиями первого и третьего рода, причем значение потока тепла σ𝑇 4

𝑠 (𝑇 )

в граничном условии (1.18) берется с предыдущего слоя по времени. На каждой
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итерации по ”времени” система уравнений (1.18) решается операторно-разност­
ным методом, описанным выше.

Операторно-разностное уравнение (Б.16) нелинейно по 𝑇 𝑛 и решается для
каждого 𝑛 методом Ньютона, на каждой итерации по методу Ньютона возни­
кающая система линейных алгебраических уравнений решается итерационным
методом Зейделя. Таким образом, следуя описанной выше итерационной проце­
дуре, можно получить самосогласованные распределения температуры в объеме
коры и на поверхности НЗ.
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